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BESA YEKEM: DARASTIN

1. DAWT U DOMDART
2. DARASTIN U PEKANINEN WAN
3. FONKISYONA RESEN U INTEGRAL




WANEYA YEKEM: DAWI U DOMDARIT
1- Tégina dawiyan

Tégina dawiyan di analiza birkariyé de ji téginén bingehin
e, bi Iékolina guhartinén fonkisyoneké ve girédayi ye dema
ku guhér nézi hejmareké yan ji bédawiyé bibe.

1. Dawiya fonkisyoneke hejmarf li cem hejmareke rast (a):

Ji bo ditina dawiya fonkisyoneke hejmari f(x) dema ku
x — aem x = a di fonkisyona f(x) de bi cih dikin.

Minak: Heger f(x) = x3 be, em dawiya vé fonkisyoné li
cem x — 2 bibinin:

Tabloya li jér nirxén (x) dema ku em nézi hejmara (2)
dibin, diyar dike ji aliyé rast an ji cepé ve.

x | ... | 1819 | 2 [ 21 ] 22
f(x)| ... | 583685 | 8 | 9.26 |10.64

Em dikarin wiha binivisin:

lim f(x) = lim(x)* = (2)° = 8

o

X——= 3 3 3=

[ - N T -

Q<I




Encam

Em dibéjin ku hejmara (b) dawiya fonkisyona f(x) ye
dema ku (x) nézi (xo) dibe, heger derxistin di navbera f(x)

= A

0 (b) de nézi sifiré be yan ji yeksani wé be.

Bi vé sembolé té nisankirin:

Y
lim f(x)=0>b
X—X
Xt X
+= Taybetiyén dawiyan

Heger lim f(x) =a , lim g(x) = b be, wé demé:
X—X X—X

lim[f(x) + g(x)] = limf(x) + limg(x) =a+b
lim[f(x) —g(®)] = limf(x) — limg(x) =a—b
lim[f(x).g(x)] = limf(x). limg(x) = a.b
lim[k.g(x)] = k.limg(x) = k.b

1 1 1

i e = limgG) b (g(x) #0,b+0)
lim f(x)
. f(x) __x>xp _ a
J!Ll}clo (g(x)) - lim gG) b (gx)#0,b+0)



o lim[f(x)]" =

X—Xq

e lim,f(x) =

X—Xq

lim f(O]" = a”

(ne N

limf(x) =Va (@=0,/(x)=0)

« Dawf ji aliyé rast 0 ¢epé ve

- Dema ku (x) ji aliyé rasté ve (bi nirxine mezintir) nézi (a)
dibe 0 dawi €4 be, em dawiyé bi vi awayi dinivisin:

Xx—a

o
1

F-———+ =+ —+

~

y

- Dema ku (x) ji aliyé cepé ve (bi nirxine bicaktir) nézi (a)
dibe 0 dawi €, be, em dawiyé bi vi awayi dinivisin:

lim f(x) = £,

Xx—a




= Tébini
Heger £, + ¥, be, wé demé dawi ji fonkisyoné re li cem (a)
tune ye.

= Encam

Heger lim f(x) = lim f(x) =€ be, wé demé £ dawiya
X—a X—a

fonkisyona f(x) li cem (a) ye.
2. Dawiya fonkisyoneke hejmari li cem bédawiyé

- Heger f(x) fonkisyonek be O dawiya wé hejmareke rast
(®) be, dema ku x — 400 em dawiyé bi vi awayi dinivisin:

lim f(x) = 1

xX— 400

3
- Heger f(x) fonkisyonek be G dawiya wé hejmareke rast
(€) be, dema ku x — —co em dawiyé bi vi awayi dinivisin:

lim f(x)= y

X— —00
A
} \ &

11



- Heger k # 0 be 0 (n) hejmareke tam G tam pozitiv be, wé

demé: lim &~ =0 | lim £ =0
x——o00 X x— 400 X
y
3
5
4
3
2
1
x‘-6-5-4-3-2-10125455789'x
-1
2
-3
4
=5

»
Minak 1: Heger fonkisyona (f) di R\ {2} de pénasekiri be
li gori:
6
f(x) = pr
- Em dawiya f(x) li cem x = 3 ji aliyé rasté ve bibinin.

- Em dawiya f(x) li cem x = 3 ji aliyé cepé ve bibinin. Em
¢i encamé digirin?

- Em dawiya f(x) li cem 400 O —oo bibinin.

=

X

6 5 4 -3 -2 A1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

W L e o n ow s oo e,

D A

- 1 y .
rd



lim f(x) = lim (——) = ———= 2= 6

3 3 X — 2 3—2 1

li = li L

lim f(3) = m (=) = 375 = 7=

Em dibinin ku:
lim f(x) = lim f(x) =6 = lim f(x) =6
x—3 x—3 x—3

xl—l>r-ll-loo f(X) - xl—lH-IOO(X — 2) =0

lim f(x)= lim (=) =0
X——00 x——o0 X—2

Minak 2: Heger fonkisyona f(x) di ]0, +co[ de pénasekiri be

li gor®: f(x) = \/;1

Em dawiya (f) li cem +oco bibinin:

xl—l>TOO f(x) = xgl}—lw(\/} +1

)=20
y

6
5
4
3
2
1

—

X

6 5 4 3 2 4 i 2 3 4 &8 6 7 &8 &

0

1

2

3
4
-5

6
y\



+= Teoriya dorpéckiriné

1. Heger f, g, h sé fonksiyon bin G di D\{a} de pénasekiri
bin G vé mercé pék binin:

h(x) < f(x) <gkx) : x€D\{a}

Heger her du dawiyén li jér hebin G yeksan bin G nirxé
wan € hevbes € be: limg(x) , limh(x)
x—-a x—a

Weé demé: lim f(x) = ¢
xX—a

J.

y

Heger sé fonkisyon ber bi pés ve rézkiri bin @i mezintirin G
bicOktirin dawiyén wan yeksan bin, wé demé dawiya
fonkisyona navin yeksani dawiya her du fonkisyonan e.

2. Heger f, g du fonksiyon bin G di D\{a} de pénasekiri bin
0 vé mercé pék binin:
fx) <g(x) : x€D\{a}
Heger her du dawiyén li jér hebin:
limf(x)= € limg(x) =M
x—a x—a

Wédemé:# <M



3. Heger f, g du fonksiyon bin G di D\{a} de pénasekiri bin:

- Heger g(x) < f(x) Glim g(x) = +o be, wé demé:
x—-a
lim f(x) = 4+
xX—a
- Heger g(x) = f(x) Glim g(x) = —oo be, wé demé:
xX—a

lim f(x) = —oo

xX—a

Ev teori dimine rast dema ku a = —oo yan jia = +o0

Minak 1: Em lim(x2. cos —) bibinin:
X—
Em dizanin ku V (¢i qasi) x € R*:
1
—1<cos—< +1
X

1
—x% < x%.cos— < x?
X

Ji ber ku lim(x?) = 0 0 lim(—x%) = 0
x—0 x—0

Li gori teoriya dorpéckiriné: lin(}(xz. cos %) =0
X—

=

X.COS




Minak 2: Em dawiya f(x) = x —v/x di [0, +oo[ de li rex +oo
bibinin:

Em dibinin ku: f(x) >vVx -1
Ujiber ku: lim (WVx —1) = +o

X— 400
WEé demé: lim f(x) = +4oo
X— 400
y
5
4
3
2
1
S
X

Y [ N S
- a0 b b M Lo

Rahénan:
1. Em dawiya fonkisyona li jér licem 1, —1, 0, —co bibinin:

3x+4
x—1

f(x) =

2. Em dawiya fonkisyona li jér dema ku x — 0 bibinin:

1
f(x) =4 —x?*.sin (;)



%+ Rewsén nediyar

Heger f, g du fonkisyon bin, em li dawiyén wan di tabloya
li jér de dema ku x — a bigerin:

}Ci_l)’lgf(x) £ER £ER £ER +oo| 4+o0| —c0| O 0
}Ci_l??lg(x) MEeR +o0 —o0 +oo| —oo| —oo| +o0| —o0
}cl—l:?l(f(x) +g(x)) £+ M +0o0 —o +o0 —oo| 400 | —o0
i 0 £<0 £>0 £<0
}Cl_f};(f(x) -g(x)) .M 400 | —oo| 400
400 | —00 —00 +00

Em di vé tabloyé de dibinin ku hinek rewsén nediyar hene,
ew jievin:

+00—0 , 0.

- Em tabloya li jér bibinin:

mf(x) | PER [LER|LER| +o [ 40 | —o [ -0 | 400 | o0 [ -0
}Ci_l:%g(x) MEeER" [ +o —0 | M>0|M<o|M>0|M<0| -0 | 40 [ —0
“T® | ¢
lim——= w | o | o -
90| u |° 0 + N
P td 0

Em di vé tabloyé de ji dibinin ku rewsine nediyar bi van
awayan hene:

(ee) 0
® 0

)
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%+ Rébazén rakirina rewsén nediyar
Bi du awayan cédibe:

a) Bi derxistina faktorén hevbes.
b) Heger kokdam hebe, em hevdan G parvekirina bi
hevjimaré re pék binin.

1. Rakirina rewsa nediyar a bi awayé +oo — oo:

Minak 1: Em dawiya f(x) = x —vx di [0, +o[ de, li cem
+ 00 bibinin:
Em dizanin ku: lim vVx = 40 0 lim x = 4o

XxX—+o00 X—+ 00
Ev rewseke nediyar e G bi awayé +oo — oo ye, ji bo rakirina
Vé rewsa nediyar:

lim f(x) = lim x(l —

X—>+00 x=+00

1
—)=1im f(x) = +0(1—-0) = 4+
\/;) x—){-oo

y
5
4
3
2
1

Y [ S T
= 00 b b N Lo

18



Minak 2: Em dawiya f(x) =vx2+1—x li cem 4o
bibinin:

Emdizaninku: lim x = +o (0 lim Vx2+1 = 4o

X—4o00 X—4 00

Ev rewseke nediyar e ( bi awayé +oo0 — oo ye, ji bo rakirina
Vé rewsa nediyar:

( )_(\/x2+1—x)(\/x2+1+x)_x2+1—x2
Fo = N g T riex

= limf(x) = 0

X—+oo
5
4
3
2

\ —

X X

5 4 3 2 140 1 2 3 4 5

-1
-2
-3
-4




8

2. Rakirina rewsa nediyar a bi awayé =

Minak: Em dawiya f(x) = /45745 di IR\{ } li cem —oo
bibinin:
Y
5
4
3
_
X X
$ 4 3 2 10 1 2 3 4 5
K
2
-3
-4
5
y\
Em dibinin ku:
lim 4x%2+5= 4o
X——00
lim (1-3x)= +o
X——00

Rewseke nediyar bi awayé g heye, ji bo rakirina weé:

\/_/4+—
f®) =——7F"3; "4+F

li (x) 1 2 2
ﬁ —_— X e —
x—l>IPoof x 3 3



olo

3. Rakirina rewsa nediyar a bi awayé

Ji bo rakirina vé rewsé, em dikarin par O parané bi awayé
hevdana faktoran binivisinin 0 faktorén hevbes sade bikin.

“ . x2-3x+2 .

Minak: Em dawiya f(x) = ~ s di R\{0, 2} de, dema ku

x — 2 bibinin:
y
5
4
1

X — X

1 1 ] 1 N
= o B O N Lo

lim (x> —-3x+2)=0
x—+2

. 2 _
Jim (s - 22) =

Rewseke nediyar bi awayé g heye, ji bo rakirina weé:

_(x-1Dx-2) (x—-1)
o ox(x=-2) x

f)

=m0 =5



4. Rakirina rewsa nediyar a bi awayé 0 . co:

Minak: Em dawiya f(x) = % (vx — 4) li cem +oo bibinin:

Em dibinin ku:

1
lim —=0
Xx—+oo X

lim (Vx —4) =+

x—+oo

Rewseke nediyar bi awayé 0 . oo heye, ji bo rakirina weé:

Vx —4 \/§4_1 4

X)=——"==— - -~ = — — —
f&) x x x +Jx x
= lim f(x) =0

X—+o0o

y
5
4
3
2
1
N\
X X
5 4 3 2 10 1 2
-1
-2
-3
-4
-5
y\
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2- Domdari

Heger f(x) fonkisyoneke di navbereke vekiri I de,
pénasekiri be G heger a € I be, em ji f(x) re dibéjin li cem
a fonkisyoneke domdar e heger ev merc pék hat:

limf(x) = f(a)

Minak: Em domdariya fonkisyona f demakux =0, x =1
be Iékolin bikin:

X 1 x<1
f(x):{x+1: x>1

Fonkisyona di D = R = |—o, +oo[ pénasekiri ye.
Em dibinin ku: 0 € D vye.

f(0)=0 _
lim f(x) = lim(x) = 0} = lim f(x) = £(0)

Ango: f(x) licem x = 0 fonkisyoneke domdar e.
Di heman demé de, emdibininku1e D0 f(1) =1

Régeza girédané ji fonkisyoné re li cem xala x = 1 ji aliyé
rasté ve ne weke régeza girédané ya weé xalé ji aliyé cepé ve
ye, ji ber vé yeké em ji fonkisyoné re li cem xala x =1 li
dawiyeke aliyé rasté ( yeke aliyé ¢cepé bigerin:

lim f(x) =lim(x+1)=1+1=2

x—1 x—1

lim f(x) = lim (x) =1

x—1 x—1

Emdibininku:  lim f(x) # lim f(x)

x—1 x—1



Ev té wateya ku fonkisyona f(x) li cem xala x =1 ne
domdar e.

Y

5

4

3

ol
~ A
X 5 4 3 -2 A1 ‘: 2 3 4 5 X

1

2

-3

4

-5

y\

Minak: Em nirxé k bibinin ji bo ku fonkisyona f dema ku
x = 4 be, domdar be:

f(x)={i+2::§ii

Em dibinin ku: lin‘}f(x) =6
X—
Heta ku fonkisyon dema ku x = 4 be domdar be, divé:

fA) =6 >k=6



HINDART
1. Em dawiyén fonkisyonén li jér bibinin:
x-3 .
f(x) = \/ﬁ li cem +o0
f(x) =Vx2+5—x% licem +oo

__ V7x+1-6 .
f(x) = =t licem5
x*-4 .
f(x) = T li cem —2
3_
flx) = ’;_ L licem1
flx) = *371 Jicem 4

x_
flx) = %+ 3 licem 4+

2x—-3
3x2+1

li cem +o

f(x) =

2. Em dawiya fonkisyona li jér dema ku a =0 be bi
alikariya teoriya dorpéckiriné bibinin:

f(x) =8+ +x.sin (%)

3. Em domdariya fonkisyoné li cem x = 1 Iékolin bikin:
_(4x—-1: x<1
f(x)_{x2+2 x> 1
4. Em domdariya fonkisyonén li jér li cem xalén li pésiya
wan diyarkiri Iékolin bikin:
f(x)=%z licem2, 3

f(x)=5—|x—3|licem3



WANEYA DUYEM: DARASTIN U PEKANINEN
WE

Beré me fonkisyona bi nenaseki ya bi awayé y = f(x) nas
kiriye 0 me bikaraninén li ser wé ditine, me pékanina
darastiné ji fonkisyonén di navbereké de, domdar nas
kiriye @ darastiya yekem ji van fonkisyonan re G hinek
fonkisyonén ségoseyi re ditiye. Niha jiem & berdewam bikin
@i darastina fonkisyonine din ku nenasén wan jev qut nebin
nas bikin li gori ku nenas bi tékiliyeke navxweyi bi hev ve
tén girédan, ji ber vé yeké em € darastina navxweyi ji Iékolin
bikin 0 féri darastiya duyem ji hinek fonkisyonan re bibin
di hundiré lékolina darastiyén jorin ji fonkisyonan re 0 ya
ku dé derfeté bide I1ékolina pékaninén jiyani yén cur bi cur.

%= Tégina fonkisyona darasti

= Pénase 1

Heger f:D — R:x — f(x) fonkisyoneke di D de,
pénasekiri be @ di rewsa xo ji D be, em di D\{x,}
fonkisyoneke din g pénase bikin G bi sembola g(x) nisan

AAAAAA

_ f(x) — f(xo)

X — Xp

g(x)

Heger ji vé fonkisyoné re di D de, dema ku x bice x,
dawiyeke rast hebe, em vé dawiyé bi sembola f'(x) nisan
bikin G navé wé bikin hejmara darasti ji fonkisyona f(x) re
li cem x,

WEé demé em dibéjin fonkisyona f(x) li cem x, darasti ye.



= Pénase 2

Heger f: D — R:x — f(x) fonkisyoneke di D de,
pénasekirt be, em dibéjin fonkisyona f(x) di navbereke besi
I de ya binkomika D darasti ye, heger li cem her x eké ji I
darasti be.

Weé demé em fonkisyona darasti f'di I de, biviawayi pénase
dikin: Ew fonkisyona ku li cem her x eké ji I bi nirxeki
hejmara darasti f'(x) ve té girédan.

Ango: x — f'(x)

+= Taybetl

1) Heger fonkisyona f di I de, darasti be, ew di heman
navberé de domdar e.

2) Heger fonkisyona f di I de, ne domdar be, ew di heman
navberé de, nayé darastin.

3) Heger fonkisyona f(x) li cem x, domdar be, ne merc e ku
li cem x, bé darastin.

Bi kurtasi:

Ji bo 1ékolina pékanina darastina fonkisyoneké f li cem x,
em encama vé dawiyé bibinin:

£00 = lim f(x) — f(xo)

X—Xg X — X

Heger dawi hejmareke rast be, wé demé fonkisyona f li cem
x, té darastin, 1€ heger dawi +oo be, fonkisyona f li cem x,
nayé darastin.



Minak: Em pékanina darastiné ji fonkisyona li jér re li cem
0 bibinin: f(x) =2x+5

, ) —f(xe) .. f(x)—f(0)
f'(x) = lim = lim
X=X X — Xp x-0 x—0
. 2x+5-5 | 2x
=lim——=lim—=2
x-0 X x-0 X

Ji ber ku dawi hejmareke rast e, wé demé fonkisyona f li
cem 0 té darastin.

%+ Régezén darastiné

Fonkisyon Darastin Navber
f(x)=a ffx)=0 x €R
f(x) =ax f'(x)=a x €R
fx) =xm" f'(x) = nx™1 x € R,n € N*
f(x) =+x f'(x) =% x € [0, +oo[
f(x)=% f’(x)z—x—l2 x € R*
Fo) = F@) = s ER
f(x) =sinx f'(x) =cosx x€R
f(x) =cosx f'(x) = —sinx x€R
fx) =e* f(x) =e* x€R
f(x) = In(x) f'(x) =% x € [0, +oof

28




Minak: Em darastiyén fonkisyonén li jér bibinin:
f(x)=2x+5 = f'(x) =2
f(x) =3x = f'(x) = 3. (6)x6—1 = 18x°

) =x2= f(0) =2 xT = x7=
f<x>=5W=s.x%=f'<x>=;x5.x%—1:;_x%
_ 5
32

%+ Di darastiné de teori

Fonkisyon Régeza darastiné
fx)=u+v ff(x)=u+7v
fx)=uv ff(x)=uv+v'u
fG) =au f'(x) = aw’
1 u'
f@) == f@ ==
@) = pra =22
%+ Taybeti

1. Fonkisyonén pirpékhate di R de, tén darastin.

2. Fonkisyonén kerti di navbereke vekiri de, ku binkomika
komika pénaseya wé be, tén darastin.

29



Minak: Em fonkisyonén darasti ji fonkisyonén li jér re
bibinin:
fx)=3x*-3x-1=f'(x) =23)x—-3=6x-3

f(x) = x(\/?) = f'(x) = 1(\/?) +; Azl x

x? , 2x.x° —5x% —3x
f(x) = E =f x) = (x5)2 = x10 = x4

2x
_ 1 oy 2VxE+ 1
N e Y =k
_ —X
VA I(VAE 1)
—X

(VaZ+ 1)’

Rahénan: Em darastiyén fonkisyonén li jér bibinin:
fx) = x%—2x3 + Yt

x) = —
fx) = x—3

f(x) =x.(x*-3)
fx)=xlnx—x

f(x) =(Bx—4).e*




%+ Darastina du fonkisyonén Iékhati

» Régez

Heger g di navbera I de, fonksiyoneke darasti be i h di her
navbereke binkomika g(I) de,, fonksiyoneke darasti be, wé
demé:

Fonksiyona hog li gori ku (he g)(x) = h(g(x)) di
navbera I de, darasti ye @i régeza darastina wé ev e:
(hog)'(x) =h'[g(x)] g'(x)

Minak: Heger f(x) = (5x% — x)” fonkisyoneke di R de,
pénasekiri be, em fonkisyona darasti f'(x) bibinin:

f'(x) =7.(5x* — x)%.(10x — 1)

%+ Régez&n darastina fonkisyonine destnisankiri
1. Darastiya héza fonkisyoneke:

Heger g di navbera vekiri I € R de , fonksiyoneke darasti
be,

0 fonksiyona f(x)=(gx))" :reqQ di I, I de,
darasti be, wé demé:
_1 ,
f@)=r(gx) g

Minak: Em darastiya fonkisyona li jér bibinin:

f) =+x* -4

Rébaza yekem:

_ 2 2 , _ 2x _ b
fx) oA=L 2Vx2 —4 Jx2 -4

£l



Rébaza duyem:

FO) =~ 4= (2~ )2 = () = 5 (2 — 92 (20)

1 -1
=-(x* —4)Z (2x)
2
X

x2 —4

2. Darastiya fonkisyonén ségoseyl yén bingehin ji

fonkisyonekeé re:

Fonkisyon

Darastin

f(x) = sin[g(x)]

f'(x) = g'(x).cos[g(x)]

f(x) = cos[g(x)]

f'(x) = —g'(x).sin[g(x)]

g9' ()

f(x) =tan[g(x)] | f'(x) =g'(x).(1+tan?*[g(x)]) = cos2[g(x)]

f(x) = cot[g(x)]

f'(x)=—g'(x).(1 + cot?[g(x)])
_ =g'(x)
~ sin?[g(x)]

Minak: Em darastiyén fonkisyonén li jér bibinin:

f(x) = sin(x? + 3x) = f'(x) = (2x + 3).cos(x? + 3x)
f(x) =cos(x3 —1) = f'(x) = —(3x?).sin(x3 — 1)
f(x) =tan(2x —7) = f'(x) = 2.[1 + tan?(2x — 7)]

f(x) =cotx = f'(x) =

_ 2
~ cos2(2x—17)

sin?x

Y




3. Darastiya fonkisyona bi awayé f(x) = e9®

Heger g(x) di navbera vekiri I € R de, fonkisyoneke
darasti be i fonkisyona f bi vi away? be: f(x) = e9™

Weé demé darastina wé, bi vi awayi ye:

f'(x) =g'(x).e9% = g'(x). f(x)

Minak: Em darastiyén fonkisyonén li jér bibinin:

fx) = e® %) = f'(x) = (6x° — 4).e® 4

(CDx—1(1-x) 1z

@ =ex = fx) =

)

-1 1x
:?.ex : xE]R\{O}

f(x) =x3e™ % = f'(x) = 3x%e™%* + (—2e %*.x3)

2x 2x

= 3x%e %% — 2x3e”

f(x) = —5e5"* = f'(x) = —5 cos x eS1"*¥

4. Darastiya fonkisyona bi awayé f(x) = In[g(x)]
Heger g di navbera vekiri I € R de, fonkisyoneke darasti
be 0 fonkisyona f bi vi awayi be: f(x) = In[g(x)]

WE demé f di her navbera binkomika I de, ku g(x) > 0 be,
darasti ye, darastina wé bi vi awayi ye:
g )

f'(x) = 900




Minak: Em darastiya f(x) = In(2x — 9) bibinin:
2
2x—9

ff(x) =

% Darastina tékiliya navxweyi

Di gelek hevkéseyan de, , zehmeti di nisankirina y de , bi
réya x rasterast heye, ji ber ku nenasa y fonkisyoneke diyar
li gori x nisan nade, em ji van hevkéseyan re dibgjin
tékiliyén navxweyi.

Ji ber vé yeké dema darastina tékiliya navxweyi, divé em
darastiya her du aliyan li gori nenaseké x yan ji y bibinin.

Darastina navxweyi:

Me beré darastiya fonkisyona bi awayé y = f(x) ditiye 0 ew
fonkisyoneke diyar e ji nenasa serbixwe x re, nirxé y té
nisankirin heger nirxé x bé zanin.

Minak: y = x% — 5x + 1 fonkisyoneke diyar li gori nenasa
serbixwe x nisan dide.

Lé heger y bi nenasa x ve girédayi be di hevkéseyeke ku x U
y bi hev re bigire, bi navé tékiliya navxweyi té nasin.

Minak: x .y + y — 4 = 0 tékiliyeke navxweyi nisan dide.

= Encam

Her hevkéseyek, tékiliyeke navxweyi jé re té pénasekirin.



= Tébini
1. Em dikarin hevkéseya x.y+y—4=0 bi vi awayi
binivisin:

x*+ -1

1) =4 =
y(x+1) =Y=111

Di vé rewsé de, tékiliya navxweyi tené fonkisyoneke diyar
nisan dide.

2. Komika xalén (x,y) yén ku hevkéseya x* + y? = 9 pék
tinin, bazineki ku navenda wi xala kordinaté (0) ye U
diréjahiya niveskéla wi 3 cm ye.

y\
Em dibinin ku x = 1 rasteka rasténhevi y'y xézika példayt

di du xalan de dibire, ji ber vé yeké tékiliya x* + y*> =9
fonkisyoné nisan nade, 1€ heger em hevkéseyé bi vi awayi

binivisin:
y2 =9 —x? = y =49 — a2



Weé demé tékiliya navxweyi x? + y% = 9 du fonkisyonén
diyar pénase dike:

Fonkisyona yekem: y = +v9 — x?

Di navbera [-3,+3] de, pénasekiri ye 0 komika wé ya
nirxan a gisti [0, 3] ye G ji bo her x € |-3, +3[ té darastin.

y
5
4 1
/: \(x,y)
HE
X — _ : x

12345

Fonkisyona duyem: y = —v9 — x2

Di navbera [—3,+3] de, pénasekir? ye 0 komika wé ya
nirxan a gisti [—3,0] e (0 ji bo her x € |—3, +3[ té darastin.

Y
5
4
3
2
1
hY
X X
5 -4 4 5
-4
= Tébini 5




N

Hinek xwendekar di navbera tékiliya navxweyi
fonkisyona navxweyi de sas dibin, piraniya tékiliyén
navxweyi bétiri fonkisyoneke diyar digire.

Minak: Em darastiya tékiliya navxweyi ya li jér bibinin:
x3+y?—7x+5y=28

Em darastina her du aliyén hevkéseyé li gori x ¢ékin bi
derbaskirina berbicav ku y girédayi nenasa x ye 0 té
darastin.

3x2+2yy —7+5y = 0= 2yy + 5y’ =7 — 3x?
= (2y +5)y’ = 7 — 3x?
7-3x* -5

:2y+5 yi?

!

=Yy

Darastiyén jorin ji fonkisyonan re:

Heger fonkisyona y = f(x) li gori x bé darastin, wé demé
darastiya wé ya yekem y’ = f'(x) ye 0 ev fonkisyoneke n{
nisan dide.

Heger darastiya yekem bé darastin li gori x wé demé
darastiya wé ya duyem dibe y'' = f''(x)

Bi dubarekirina bikaranina darastiné em darastiya séyem
y"" bi dest dixin 0 hwd.

Ji destpéka darastiya duyem, darastiyén fonkisyoné bi navé
darastiyén jorin tén nasin.



Minak: Em her sé darastiyén destpéke ji fonkisyona li jér re
bibinin:

y=2x*+3x-5

y' =8x3+3
y' = 24x*
y" = 48x

% Pékaninén darastiyé

1- Bikaranina darastiyan di 1ékolina guhartinén fonkisyoné
de:

Heger fonkisyona f di navbereké de bé darastin, wé demé:

e Mercé péwist O tér ji bo ku f di navbereké de tam
zédeker be, divé di heman navberé de f'(x) > 0 be G di
tu navberén binkomikén wé de nebe sifir.

e Mercé péwist O tér ji bo ku f di navbereké de tam
kémker be, divé di heman navberé de f'(x) < 0 be 0 di
tu navberén binkomikén wé de, nebe sifir.

e f'(x) =0 wé demé fonkisyon f neguhér e

Minak: Em guhartina fonkisyona f(x) = x3 — 3x + 2 ya di
R de, pénasekiri Iékolin bikin:

Fonkisyona f di R de, té darastin:
fl(x)=3x2-3=3(x*-1)
fX)=0=3x*-1)=0=3x+1D(x-1)=0
Yanix =1 yanji: x = -1

fM=0 , f(-1)=4



Em hémaya f'(x) li cem van xalan bibinin:

X —00 -1 +1 + oo
f'(x) + 0 - 0 +
4 /
f(x) / \ o
Em dibinin:

fdi ] —oo,—1[ de, tam zédeker e.

fdi ]—1,+1[ de, tam kémker e.

fdi ]+ 1,400[ de, tam z&deker e.
y

5
4

= N

1 2 3 4 5

X
5 4 3 f 1

' ' ' ] f
‘ﬁ (4] W N LA

2- Tekezkirina newekheviyan:

Ji bo tekezkirina rastiya newekheviyeke hati dayin, em
hemU pékhateyén wé bibin aliyeki tené, wé demé newekhevi
van teseyan dide:

fW) <0 , fx<0 , fx)>0 , f(x)=0

Pistre em € guhartina fonkisyona ji vé newekheviyé ¢éblyf,
Iékolin bikin.



Minak: Em tekez bikin ku ¥V x €]0, +oo[ wé demé: Inx < x
. . Inx\ Al e
pistre xll?w (T) = 0 encamé bigirin:
Newekhevi vi awayéli jér dibe:
x—Inx>0

Em guhartina fonkisyona li jér Iékolin bikin:

f(x)=x—Inx

Fonkisyon di |0, +oo[ de pénasekiri, domdar ii té darastin.
Fx)=1-—

X
ff(x)=0 =>1—i=0=>1=1=>x=1

X x
f=1-mm1)=1-0=1
X 0 1 +
f'(x) — 0 +

f(x) \ 1/

S5 4 3 2 4 1 2 3 4 5

Em ji tabloyé dibinin ku V x €]0, +oo[ wé demé: f(x) > 1



Ango f(x) >0 =x—-In(x) >0=In(x) <x

Em dizanin ku dema ku x > 1 be, wé demé In(x) > 0 G ji
newekheviya ¢Qyi em dibinin ku:

nx)<x=0<In(x)<x

Em dizanin ku dema ku x < 1 be, wé demé:
1
Vx>1=0<In(Vx) <Vx=0<In(x)Z <Vx

1
=>0<Eln(x)<\/§

Bi hevdana her du aliyan bi hejmara (2):
=0<In(x) <2Vx
Bi parvekirina her du aliyan li x li gori ku x > 0 be:

In(x) 2Jx
< <

=0
x x
n(x) 2
0< —
x  Wx
) . 2 ~ AL 1= In(x)|
Ji ber ku xl_l)r_lr_loo(ﬁ) = 0 wé demé: xl_l)l_ll_loo( " )=20
’
x\-544-2-10/2345678x
y\



+= Lékoltna guhartinén fonkisyoneke hejmari
1. Em komika pénaseyé bi awayé navberan binivisinin.

2. Em li cem aliyén navberén vekiri, li dawiyan bigerin G li
cem navberén girti, li nirxan bigerin.

3. Em rastekén néziker én rasténhevi tewareyan bibinin,
heger hebin.

4. Em darastina fonkisyoné ¢ékin G tabloyeké ji 1€ékolina
guhartinén wé cékin.

Minak: Heger C xézika girafiki ji fonkisyona f re be ya di R
de, pénasekirli gori: f(x) = x* — 4x

Em guhartinén fonkisyona f 1€kolin bikin:

Fonkisyona f di navbera R = ]—o0,+oo[ de pénasekiri,
domdar a té darastin.

Tim f(x) = (—o0)? = +o0

lim f(x) = (+»)% = 4o

XxX—+o0o
Rastekén néziker én rasténhevi tewareyan tune ne.
y
ff(x) =2x—-4 5
ff(xX)=0=>2x—-4=0>x=2 :
f(2)=(2)*-4(2) = -4
x\ S5 4 3 2 4 2 1 2 3 5 X
X —00 2 + o 2
() - 0+ .
+o0 +00 5

Al N y




3- Mezintirin nirx — bi¢iiktirin nirxén gisti ji fonkisyoné re:
Heger f fonkisyoneke di R de pénasekiri be:

e Em ji f(x9) re dibéjin mezintirin nirxé gisti ji
fonkisyoné re, heger tené:

fX)<f(xg) : Vx€D
Y
1) /'r\
fx) ---; . :
(I
x 1x A:‘u 7 x
y\

e Em Ji f(xp) re dibéjin biciiktirin nirxé gisti ji
fonkisyoné re, heger tené:

fxX)=f(xy) : VxeD
J

43



Minak 1: Heger fonkisyona f di R de pénasekiri be li gorf:
f(x) = cos(x)
Em mezintirin G bigOktirin nirxé gisti ji fonkisyoné re
bibinin:  Em dizanin ku:
—1 < cos(x) < +1 = cos(m) < cos(x) < cos(0)

Ji ber vé yeké mezintirin nirxé gisti ji fonkisyoné dibe (1) G
bicliktirin nirxeé gisti dibe (—1) Y

i

3
x‘/-\ /\ /\x
AT -s-sW-1 1\9\3/5 573\

b LK Lo

~

y
Minak 2: Heger fonkisyona f di R de, pénasekiri be li gorf:

fx) = x? +2x
Em mezintirin @ bi¢lktirin nirxé gisti ji fonkisyoné re
bibinin, heger hebin:
fO) = +2x+1D)-1=x+1)%?-1>-1=f(-1)
Biciktirin nirxé gisti dibe (—1) @t mezintirin nirxé gisti tune
ye ji ber ku: ligrn f(x) =+
xX—+o00

5 4 3 2 A

- h A b b Lol o w b o=
-
w
»
]



Minak 3: Heger fonkisyona f di [—2, +2] de, pénasekiri be
ligori: f(x) =v4—x?
Em mezintirin O bigilktirin nirxé gisti ji fonkisyoné re
bibinin, heger hebin:
Em guhartinén fonkisyoné 1ékolin bikin:
f=2)=0 , f(2)=0
—2x X
2V4 —x2 V4 — x2

Paran pozitiv e, ji ber vé yeké hémaya f' heman hémaya
paré ye:

fX)=0=-x=0=x=0=f(0)=V4—-0=2
Fonkisyon di |-2, +2[ de, té darastin.

ff(x) =

x |2 0 +2
f'(x) + 0 -
0 |, ’ )
Em dibinin ku:

f(2) = 0 bicOktirin nirxé gisti ye.
f(—=2) = 0 biciiktirin nirxé gisti ye.

f(0) = 2 mezintirin nirxé gisti ye.

1 2 3 4 5




= Tébini
Heger lim f(x) = +o be, wé demé ji fonkisyoné re
mezintily'c’l‘:‘:ﬁrxé gisti tune ye.
Di heman demé de, heger ’lcing(x) = —oo be, wé demé ji

fonkisyoné re biciktirin nirxeé gisti tune ye.

Minak 4: Heger fonkisyona f di R de, pénasekiri be li gorf:
f(x) = x+ 2 sin(x)

Em mezintirin @ biclktirin nirxé gisti ji fonkisyoné re

bibinin, heger hebin:

Care:

Em dibinin ku cigasi x € R be, wé demé: f(x) = x — 2

Ango: liIP f(x) = 400 Jiber ku: lim (x —2) =400
x—+oo

xX—+oo
Ji fonkisyona f re mezintirin nirxé gisti tune ye.
Ji aliyeki din ve cigasi x € R be, wé demé: f(x) < x+ 2

Ango: lim f(x) = —oco Jiber ku: lim (x +2) = —o0
X——00 X——00

Ji fonkisyona f re bic¢iiktirin nirxé gisti tune ye.



4- Mezintirin nirx G bicdktirin nirxén herémi ji fonkisyoné
re:
Heger f fonkisyoneke di D de, pénasekiri be G xy € D be:
e Em ji f(xg) re dibéjin mezintirin nirxé herémi ji
fonkisyoné re heger tené navbereke vekiri D4 hat ditin
ku x bigire li gort:

J?
fx) < f(xg):Vx€ DND, -"‘?"’“ZT\
| : |
o
X i
»

e Em ji f(xo) re dibéjin bicUktirin nirxé herémi ji
fonkisyoné re, heger tené navbereke vekiri D; hat
ditin ku x, bigire li gorf:

f(x)=f(xg) : VXEDND,

y

|

I

I

. | /
| X 1
X 3 AN T 3 X
I _ﬂx.,)

y\
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= Teébini
1. Her mezintirin nirxeki gisti, mezintirin nirxeki herémi ye
i her biciktirin nirxeki gisti, bicUktirin nirxeki herémi ye.

2. Dema ku fonkisyona f di navbereke vekiri de , tam
zédeker an ji tam kémker be, wé demé ji fonkisyoné re di
heman navberé de, mezintirin nirxén herémi G bi¢aktirin
nirxén herémf tune ne.

Minak: Em mezintirin 0 bicdktirin nirxén herémi ji
fonkisyona li jér re bibinin:

f(x) = —x3 + 6x%> —9x + 4
Care:

Fonkisyon di R = ]—oo, 4| de, pénasekiri, domdar té
darastin.

lim f(x) = lim (—x3) = 40
X——00 X——00

lim f(x) = lim (—x3) = —o0
xX—+00 xX—+00

fl(x) =—-3x2+12x -9 = —3(x* —4x + 3)

=-3x—-3)(x—-1)
Dema ku f'(x) = 0 be, wé demé: x =3 yanji: x=1
f@=4 , f@=0
X —00 1 3 + o0
f (%) - 0 + 0 -
+o0 4
f(x)
0 —00




Em dibinin ku:
f(1) = 0 bicOktirtn nirxé herémi ye.
f(3) = 4 mezintirin nirxé herémf ye.

y

= Teorl

Heger f di D de, fonksiyoneke pénasekiribe 0 xy € D be G
heger ]la,b[ navbereke vekiri be 0 x, endamé wé be G
binkomika D be 0 heger f di navbera ]a, b[ de, darasti be:

a) Dema ku f'(x) > 0 be: x €]a, x,[ be G heger f'(x) <0
be: x €]xy, b[ be, wé demé f(xo) mezintirin nirxé
herémt ji f re ye.

b) Dema ku f'(x) < 0 be: x €]a, xy[ be 0 heger f'(x) > 0
be: x €]xq, b[ be, wé demé f(x,) bicktirin nirxé herémi
ji f reye.



5- Hevkéseyén pévek u tik ji xézika peldayi re:

Em dizanin ku xwariya péveké ji xézika példayi C re ji
fonkisyona f re li cem xaleké x, yeksani darastiya
fonkisyoné li cem wé xalé ye.

Heger (m) xwariya péveké be, wé demé: m = f'(x,)
Heger du tewareyén tik hebin, wé demé xwariya péveké dibe
tan (0) ya ku pévek bi aliyé pozitiv é tewareya x'x ¢édike.

y

~

y
Minak: Teseya li jér sé réyén A, B, F diyar dike, réyek (A)
rastek e 0 ya din ji (B) példayi ye, di xaleké de (D) digihéjin
hev O réya séyem (F) tik e.

50



Heger (xo,Yy0) xala (D) di kordinata tik de, nisan bike
(m) xwariya rasteka péveké ji C re li cem vé xalé be, wé
demé hevkéseya péveké eve: y—y, = m(x — xq)

Lé hevkéseya rasteka li ser péveke tik, li cem wé xalé ev e:

-1
y—}’0=E(X—xo)

= Tébini
1. Heger m = f'(xy) = 0 be li cem xaleké li ser € wé demé

tan (@) = 0 U péveka C rasténhevi x'x ye G vajTi ji rast e.
Yy

\

-~

y
2. Heger m = f'(xy) > 0 be li cem xaleké li ser € wé demé
tan (0) pozitiv e O ev té wateya ku pévek bi rasténhevi x'x
re, goseyeke teng cédike 0 vaji ji rast e.

¥y

\,/
b 2 X




3. Heger m = f'(xy) < 0 be li cem xaleké li ser € wé demé
tan (0) negetiv e U ev té wateya ku pévek bi rasténhevi x'x
re, goseyeke fireh cédike i vaji ji rast e.

y

N

~

y

Minak: Heger C xézika girafiki ji fonkisyona li jér re be ya
di R de pénasekiri: f(x) = x*+2x+1

Em hevkéseya pévek i tika li ser wé ji C re di xala M(2,y)
de, bibinin:

Care:
Em x = 2 di hevkéseyé de, bi cih bikin:
f2)=2)?%*+22)+1=4+4+1=9
Xala pévekiriné: M(2,9)
Em darastina fonkisyoné ¢ékin: f'(x) = 2x + 2
Em nirxé darastiyé li cem xala pévekiriné bibinin:
m=f'(x)=212)+2=6

Hevkéseya péveké: y — yo = m(x — x;)

-1
=>)’—9=?(x—2)=>y=6x—3



Hevkéseya tika li ser péveke:

-1 -1
—_ e — — — —_— _2
Y—Yo m(x Xg) =>y—9 6(x )

=6y —54=—x+=>x+6y—56=0

X
fx) | 1 4 0 9 1

Dl - -

\-"."’l‘°

53




HINDART

1. Em darastina fonkisyoné li cem sifiré bi réya pénaseya
fonkisyona darasti 1ékolin bikin:

fx)=7x3-5

2. Em darastiyén fonkisyonén li jér bi réya régezén
darastiné bibinin:

e f(x) =xVx+6

5

* f(X) - 3x-1
o f(x)=(2x+3)VxS
o flx) =22

In (x)
3. Em fonkisyona darasti ji fonkisyonén li jér re bibinin:

e f(x) =xsin(x)
e f(x)=vVx2+2x+2

. f(x)=\/§f

e f(x)=2x.Vx
4. Fonkisyonén li jér di xala (a) de, tén darastin an na?
e f(x)=+x demakua =10
e f(x)=x*—4x+7 demakua=1
e f(x)=xVx demakua=0

5. Em darastiyén fonkisyonén li jér bibinin:

o f(x)=(6x-5)*

e f(x)=1In*x*-4)
e f(x)=In(e** +1)
o 3xy+y*=x*-7



6. Em her sé darastiyén destpéke ji fonkisyona li jér re
bibinin:
y=x*-2x%+5

7. Heger C xézika girafiki ya fonkisyona f di |3, +oo[ de be
li gori:

fx) =Va—3
- Em fonkisyona darasti ji fonkisyona f re bibinin.

- Em hevkéseya péveké T ji xézika girafiki € re di xala
M (1,y) de bibinin.

- Em hevkéseya tik a li ser péveké bibinin.

8. Em guhartina fonkisyona f ya li jér Iékolin bikin:
f(x)=x+2sin(x) : 0<x<2m

Pistre em tabloyeké cékin @ xézika girafiki xéz bikin.

9. Heger C xézika girafiki ya fonkisyona f di R de, be li
gorf:

flx) =e*—x

Em guhartinén vé fonkisyoné lékolin bikin.
10. Heger € xézika girafiki ya fonkisyona f di |0, +oo de
be li gori:

f(x) =x.In (x)

Em guhartinén vé fonkisyoné Iékolin bikin.



11. Heger C xézika girafiki ya fonkisyona f di R de, be li
gori:
f0)=V@x-12-1

Em guhartinén fonkisyona f Iékolin bikin G binérin ku
mezintirin an ji bicaktirin nirxén herémi hene yan na G
pistre xézika wé ya girafiki xéz bikin.

12. Heger C xézika girafiki ya fonkisyona f di R\{0} de, be
li gori:

x—1

f(x) =

xZ

- Em her rastekeke nézikera xézika C ya rastéhevi x'x yan
jTy'y encamé bigirin.

- Em guhartinén fonkisyona f Iékolin bikin G tabloyeké
¢ékin G encamé bigirin ku mezintirin an ji bicktirin nirxén
herémi hene yan na i pistre xézika wé ya girafiki xéz bikin.

13. Heger C xézika girafiki ya fonkisyona f di R\{0} de be
li gori:

e*+1

e* -1

- Em dawiyén fonkisyoné li cem aliyén komika pénaseyé
bibinin G pistre rastekén néziker ji C re encamé bigirin.

fx) =

- Em guhartinén fonkisyona f Iékolin bikin O tabloyeké
cékin 1 pistre bibinin ku mezintirin an ji bicaktirin nirxén
herémi hene yan na.



WANEYA SEYEM: FONKISYONA RESEN U
INTEGRAL

Fonkisyona resen: Heger f di I € R de, fonksiyonek be, em
ji F re dibéjin fonksiyona resen a f ye di I de, heger tené:

e F di I de darasti be.
e Vxel = F'(x) =f(x)

Minak: Em fonkisyona resen ji fonkisyonén li jér re bibinin:

f(x) =2x+2 =F(x)=x*+2x+C
x
f(X):\/m = F(x)=vVx2+4+C

f(x) =cosx = F(x) =sinx+C

1 1
f(x)=;=>F(x) =—F+C

= Teori
Heger F di I < R de ji f re fonksiyona resen be, wé demé:

Komika fonkisyonén resen di I de, ji fonksiyona f re bi vi
awayi ne:

x->F(x)+C

Li gori ku € neguhérek e G ew komikeke bédawi ye, nirxé
her fonkisyoneke resen ji ya din li gori nirxé C cuda vye.



+= Fonkisyonén resen ji hinek fonkisyonén navdar re

f(x) F(x)
0 C
a :a€eR ax + C
n+1
x" : neN* d +C
n+1
1 x—n+1
—=x"" : neN/{1 C
xm" /) —n+1+
. —cosx+C
sin x 1
sin (ax + b) aeR* ,beR ——cos(ax+b) +C
a
sinx+ C
CoS X 1
cos (ax + b) aceR* ,beR —sin(ax +b) + C
a
= Teor?

Heger FU G di I de, du fonksiyonén resen én f i g bin,
wé demé F + G di I de, fonksiyona resena f + g ye.

Heger F di I de, fonksiyoneke resen a f be, 4 hejmareke
rast be, wé demé AF di I de, fonksiyona resena Af ye.

Minak: Em fonkisyonén resen di I de ji her du fonkisyonén
li jér e, bibinin:

1
D fx)=— I=]-x0]
~3+1 x2 1
F(x) = - - +C
W =331~ =2 " 222
2)}°(x):x3—x—2 1 =]0, +oo]
fO)=x3——==23—-x2 =>Fx) = M. S
x2 3+1 -2+1
R S
3 X



%+ Hinek rewsén taybet

un+1
u'u" +C
n+1
uw 2Vu +¢C
u
vu
u In(w)+C : u€lo,+of
u In(—u)+C : ue€]-o,0[
u'e* et+C
TP —cosu+C
u'cosu sinu+C

Minak: Em fonkisyonén resen ji fonkisyonén li jér re di
navberén diyarkiri de, bibinin:

1) f(x) = (x —2)(x* —4x + 5)3

I=R
2
f(x) = E(x —2)(x% —4x + 5)3
2 _ 3+1
F(x) = ; (x 4z+5) =3 (x> —4x+5)*+C
2f@) =75 I=]-5[
f(x) =2x —5

F(x)=2In(5—-x)+C
3) flx) = xe* I=R

2 .,
fx) =Exex

1 1
F(x) =7eu(x) +C =Tex +C
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+ Integrala bésinor

Heger f di I € R de fonksiyoneke domdar be, wé demé
komika fonksiyonén resen jé re di I de, bi vi awayi ye:

F(x)+C
Bi navé integrala bésinor té naskirin.

Bi sembola [ f(x)dx = F(x) + C té& nisankirin

Em ji [ re dib&jin hémaya ntegralé.

Em ji f re dib&jin fonkisyona integralkirf.
Em ji x re dibéjin guhéra integralé

Em ji F re dibéjin fonkisyona resen.

Em ji C re dibéjin neguhéra integralé.

Em ji d(x) re dibéjin naviniya guhartina fonkisyoné.

Minak: Em integrala fonkisyonén li jér bibinin:

[5xtdx=x°+C
[3e3*dx =e3* +C

[e™dx = %e” +C



+= Régezén Integrala bésinor ji hinek fonkisyonén
navdar re

1) Tntegrala hejmara neguhér:
Heger a hejmarek neguhér be, wé demé:

[adx=ax+C

Minak: Em integrala li jér bibinin:
J 5dx =5x+C

2) Tntegrala fonkisyona bihéz:

xn+1

n+1

[ x"dx = +C : n*-1

Minak: Em Tntegrala li jér bibinin:

J3d _ X7 re=t i
rax=gT T

) [a. f(x).dx=a/f(x).dx

Minak: Em integrala li jér bibinin:

4+1

bC=— a5t
4+1 "5 *

j7x4.dx:7Jx4.dx=7

D [[fx) £ g@)dx = [ f(x).dx + [ g(x) .dx
Minak: Em integrala li jér bibinin:

[(x? = 2x+ 5)dx = [ x®dx — [ 2xdx + [ 5dx

x3 2x2
=5 T +5x+C




n+1
5)f(ax+b)"dx=M+C

(n+1).a
Minak: Em integrala li jér bibinin:

(3x —7)° _Bx-7)°

.3 T te

j(3x — D4dx =
6) [ cos(ax + b) .dx = isin(ax +b)+C
[sin(ax +b) .dx = —icos(ax +b)+C
Minak: Em ntegrala li jér bibinin:

1
f cos(9x) dx = asin(9x) +C

7) Heger u li gori x fonksiyonek darasti be G n = —1 be, wé
demé:

un+1
Ju’ U .dx = +C
n+1
Minak: Em integrala li jér bibinin:
2x3 — 6)°
J6x2(2x3—6)4.dx= ( 5 ) +C

8) Heger u li gori x fonksiyonek darasti be, wé demé:

u
J—.dx:ln|u|+C
u



Minak: Em integrala li jér bibinin:

f 2x3 +1 1j 2223+ 1)
xt+2x+1

dx
x4+ 2x+1 2

1
=Eln|x4+2x+1| +C

9) [u'e'dx =e" + C

Minak: Em integrala li jér bibinin:

JZx. e’ dx = et 4 C

+ Integrala biparcekiriné

Ditina hin integralan, bi awayé rasterast zehmet e, ji ber vé
yeké pédivi bi riyeke din ji bo ditina encamén van integralan

heye.

Régeza gisti ji integrala biparcrkiriné re:
Emdizaninku: (u.v) =u'.v+u.v

Em her du aliyan integral bikin:
u.v:Ju’.v.dx+fu.v’.dx
WE demé:

fu .v’.dx=u.v—ju’.v.dx+C
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= Tébini
Tntegrala biparcekiring, ji bo hevdana du fonksiyonan té
bikaranin.

Minak 1: Em integrala li jér bibinin:

Jx. e*dx

Heger u=x =>u' =1
vV=e"=v=¢e"
WE demeé:

fuv.dx=uv—-[v.u.dx

[x.e*.dx=x.e"—[e* . (1)dx=x.e*—e*+C

Minak 2: Em ntegrala li jér bibinin:
jx. In(x).dx

Heger u =In(x) = u' = i
xZ

vV=x =v==

fuv.dx=uv-[v.u.dx

[xIn().dx=2.In@) - [T.C)dx

x?* x?%
= ?IH(X) —:+C



+ Integrala bisinor

Heger f di [a,b] de fonksiyonek be G F di [a,b] de
fonksiyona resen a f(x) be, wé demé:

b
[ £ ax =trez = F) - F@
a
Minak: Em integrala li jér bibinin:

2
f 3x%.dx =[x}, =2)*-(-1)3=8+1=9
-1

+= Taybetiyén Tntegrala bistnor
1) [[f(x).dx=0
2) f:f(x) .dx = —fbaf(x).dx
3) [ kf(x).dx =k [ f(x).dx
2) [ F00.dx =[] f(£).at
5) f:f(x).dx = facf(x).dx+fcbf(x).dx a<c<b
6) [, 1) + f2(0)].dx = [; f1() .dx + [ f»(x) .dx

Minak: Em integralén li jér bibinin:

2 212 4 1 3

D) fxde=[7] =5 -5=
2 fs(x3—4x+1)dx—[£—£+ ]3
) 0 ~la 2 xg
=2 -18+3=2

3) JgcosOdo = [sine]g = sing—sinO =1



%+ Pékaninén ntegrala bisinor
Ditina rdbera ruyé tegaleyeké:

Zanyaré Biritani Barrow, bi armanca ditina rdbera rayé
teqaleyeke bi grafika fonksiyonan destnisankiri, bingeha
integrala bisinor dani i ¢car rews nisan Kir:

Rews Grafik
Grafika fonksiyoné C li jora x'x e.
Régez bi vi awayi ye: //
b S
S = f f(x).dx .
a 0 [
x=a x=»b
Grafika fonksiyoné C li jéra x'x e.
Régez bi vi awayT ye: , Xx=a x=b
b \\\ S
S = f —f(x).dx \T\\

Parceyek ji grafika fonksiyoné C li
jorax'xeGyadinlijérax'x e.

Régez bi vi away1 ye:

8
Il
o

D

Il
S
=
Il
)

Sz—j:f(x).dx+j;bf(x).dx X

Rdber di navbera grafika du
fonksiyonan €4, C, de ye. Li gori ku
C, jora C, ye. G

Régez bi vi awayi ye: g

b 2 T T
s= [ (h@-f).ax les .-
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= Tébini

Pisti Barrow rewsén integrala bisinor zédetir bin.
Minak 1: Heger f(x) = x* fonksiyonek be, em ribera di
navbera grafika f(x) O tewareya x'x 0O her du rastekén

x =1, x = 3 de bibinin:
y

x' ; ’ ; X
o 2 4 6
y

x>, 27 1 26

b 3
S=Lf(x).dx=J1x2.dx=[?ﬁ:?—g— 3

Minak 2: Heger f(x) = x* — 6x + 8 fonksiyonek be, em
riberé di navbera grafika f(x) G tewareya x'x @ her du
rastekén x = 2, x = 4 de bibinin:

y
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4 4
_ | _ _ | _a2_
S = L f(x).dx fz (x* —6x+8).dx

_ x3  6x? 4
=[-3+5 —8x];

s=(-L 13?2 -8@) - (-1 +3272-82)

=(-%+48-32)—(-3+12-16)
16 20 _14

- T3 7373
Minak 3: Heger f(x) = x3 fonksiyonek be, em ribera di
navbera grafika f(x) O tewareya x'x O her du rastekén

x = 2,x = —2 de bibinin:

®

x=-2 x=2

S = f_oz—f(x).dx+fozf(x).dx
— f_oz—x3.dx+f02x3.dx

_r_*0 xt2 16 16 _
=l=-Ftlglo=7+t,=8



Minak 4: Heger €, xézika girafiki ji fonkisyona f re be ya
di R de pénasekiri li gori f;(x) = —x* + 4x — 3 ( heger C,
xézika girafiki ji fonkisyona f, re be ya di R de pénasekiri
ligori fo(x) = x> —4x+3

Em rilbera ruyé di navbera €4 G C, U her du rastekén li jér
de, bibinini:x=1 , x=3

3
5= [ 1@ - f200] . dx
1
=f13[—x2+4x—3—x2+4x—3].dx
_ f13[—2x2 +8x — 6].dx
= [—gx?’ +4x% — 6x]3

=(—18+36—18)—(_T2+4—6)=—(—)=§



HINDART

1. Em fonkisyonén resen ji fonkisyonén li jér re li gori
navberén ji wan re destnisankiri bibinin:

1 *

f(x)=g c I=R

f(x) = sin%(x) : I=R

f(x) = cos (5x).sin (x) : I=R
2

f(x):;+3 : 1=1]0,+00]
2x+1

fO =" =]

2. Emintegralén li jér bibinin:

jBezx. dx
jnex. dx
j—e‘sx. dx
jsin (9x).dx

sz.ex.dx



3. Em integralén bisinor én li jér bibinin:

1
j Va3 + 322+ 3x+1 .dx
-1

w

¢ 2(0) .d6
Lcos().

6

_11
f —.dx
g X

In(3)
f e* .dx
In(2)

4. Heger f(x) = 1+ x fonksiyonek be, em rlbera di
navbera C ( tewareya x'x @ rasteka x = 7 de bibinin:

y

/—-c

1 2 3 4 5 6 8 x

kl
\Nwamm-ﬂm

§< A b A 4 o
14

5 4 y
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WANEYA YEKEM: REBAZEN HEJMARTINE

Mijarén mina rébaza bingehin di hejmartiné de, guhartin,
levkirin O teoriya dupékhate, mijarén bingehin di cebiré de
ne G bi zanistén din mina fizik O kimyayé ve té girédan.

Beré me ev tégin bi kurtasi nas kiriye G di vé salé de, em é
van téginan fireh bikin O di pékaninén zanisti de sUdé jé
bigirin.

1- Rébaza bingehin di hejmartiné de

Heger hejmara rébazén gedandina kareki (n) rébaz be G
hejmara rébazén gedandina kareki din (m) rébaz be, wé
demé hejmara rébazén gedandina karé yekem G yé duyem
yeksani (n X m) ye.

Minak: Cend hejmarén ku ji du jimarén cuda yén endamén
komika {1, 2, 3, 4, 5} pékhati, cédibin?

Hejmara rébazén ¢ékirina yekan =5

Hejmara rébazén c¢ékirina dehan =4

Her wiha hejmara rébazén ¢ékirina hejmarén ji du jimarén
cuda pékhati=5 x4 = 20

Niha em bihizirin dema ku jimar dubare bibin c¢end
hejmarén ji du jimaran pékhati ¢cédibin.

Hejmara rébazén ¢ékirina yekan =5

Hejmara rébazén ¢ékirina dehan =5

Her wiha hejmara rébazén ¢ékirina hejmarén ji du jimarén
cuda pékhati=5 x 5 = 25



Rewseke taybet:

Heger hejmara rébazén gedandina kareki (n) rébaz be G
hejmara rébazén gedandina kareki din (m) rébaz be, wé
demé hejmara rébazén gedandina karé yekem an ji yé
duyem yeksani (n + m) rébaze.

Minak: A ={1,2,3,5,4,6,8} komikeke té de, 4 hejmarén
cot 0 3 heymarén kit in.

Em dixwazin hejmareke ji du jimarén cuda ji endamén vé
komiké pékhati ¢ékin, li gori ku hejmar tené ji jimarén cot
an ji kit pék were.

- Heger hejmar ji jimarén cot tené pék were:
Hejmara rébazén c¢ékirina yekan = 4
Hejmara rébazén c¢ékirina dehan = 3

Hejmara hemU hejmaran=4 x 3 = 12

- Heger hejmar ji jimarén Kit tené pék were:
Hejmara rébazén c¢ékirina yekan = 3
Hejmara rébazén ¢ékirina dehan =2

Hejmara hem( hejmaran=3 x 2 =6

Her wiha hejmara rébazén cékirina hejmareke ji du
jimarén cuda pékhati, li gori ku hejmar ji jimarén cot an ji
kit tené pék were =12 + 6 = 18



Rahénan: Heger A = {0,3,4,5,7,1, 6} komikek be.

Em dixwazin hejmarén ku ji sé jimaran pek té di rewsen li
Jér de, cékin:

1. Jimarén hejmaré cuda ne.

2. Jimar wekhev in.

3. Hejmar ji jimarén tekane yan ji jimarén cot tené pék té.

2- Guhartin

Heger n,r du hejmarén tam @ pozitiv bin ligoriku n > r
be, wé demé hejmara guhartinén ku her yek ji wan ji (1) tist
pék were 0 ji nav (n) tist hatibe birin a bi rézkirin wiha ye:

Pmr)=nn-1)n-2)Xx..x(n—-r+1)

Lé hejmara guhartinén (n) di navbera wan de, bi navé
(n) faktori ye G bi sembola (n!) té nisankirin G régeza wé
wihaye: Pm,n)=n'=n(n—-1)(n—-2) x .. x1

Ew régez wiha ji té nivisin:
n'=nn-1)!
=nn—-1)(n-2)!
=nn—-1)(n-2)(n—-3)!
Tébini: 0!'=1 dihemandeméde: 1! =1

B

Em dizanin ku :

1'=1(1-1)!
1'=1x0!
on=2-1_4




Encam:

n!

o p(n,r)= —
e p(n,1)=n
e p(n,0)=1

Minak 1: Em nirxén guhartinén li jér bibinin:

e p(8,2)=8x7="56
e p(6,6)=6!=6x5%x4x3x2x1=720

Minak 2: Heger p(3n —5,5) = p(7,5) be, em nirxé (n)
bibinin:

In—-5=7=>=>3n=12 = n=4

Minak 3: 10 listikvan tevli pésbirkeke beziné bi diréjahiya
100 m bdn, heymara rébazén rézkirina her sé listikvanén
biserketi ¢cend e?

p(10,3) =10x9 x 8 =720

Ji ber ku rézkirin giring e 0 dubarekirin ¢énabe.

3- Levkirin

Heger n,r du hejmarén tam @ pozitiv bin ligoriku n > r

be, wé demé hejmara guhartinén ku her yek ji wan ji (1) tist

pék were 0 ji nav (n) tist hatibe birin bé rézkirin wiha ye:
Cln,r) = —p(:'r)

!

n!

yanji  C(n,r) =

r! (n—-r)!



Tébini:
e C(n,n)=C(n,0)=1
e C(n,1)=n
e C(n,r)<pn,r)
e Heger C(n,r) = C(n,m) be, wé demé r =m yanji
r+m=n
e C(n,r)=C(n,n—r)

Minak 1: Em encama levkirina li jér bibinin:

p(8,3) 8 x7x6

€(8,3) = —, 3 x 2

Minak 2: Heger €(25,3n —5) = €C(25,2n) be, em nirxé
(n) bibinin:

Yan: 3n— 5 = 2n = n = 5 pékhati ye

Yan jii 3n—-5+2n=25 =-5n=30 >n=6 ne
pékhati ye.

Minak 3: Di pirtGkxaneya dibistaneké de 15 pirtikén diroké

yén cur bi cur hene, bi ¢cend rébazan em dikarin 4 pirtikan

ji bo xwendiné bigirin?

p(15,4) 15x14x13x12 1365
4 4x3x2x1

Ji ber ku rézkirin ne giring e G dubarekirin ji pirtaké re tune

ye.

C(15,4) =



Rahénan:

1. Em encamén bikaraninén li jér bibinin:
p(6,2) c(7,5)

2. Em nirxé (n) bibinin:
C(25,2n—-14)=C(25,n—1)

% Régeza réjedariyé
Cn,r) n-r+1

C(n,r—l): r

Tekezkirin:
n!
0. = Cn,r) r'(n—r)!
17 ctn,r-1) "~ n!
r-1D'n-r+1)!
B n! r—-1D!'n-r+1)!
T ri(n-r1)! n!

r-1D'n-r+1)!
- rr—1!(n—r)!
n-r+1)!
- r(n—r)!
n-r+1)(n—-r)!
- r(n—r)!

n-r+1

=&
- 2



Minak: Heger . 5; be, em (n — 2)! bibinin:

Li gori régeza réjedariyé:

n—-6+1 1 n-—>5 1 .
_— e, s — = - = =
6 3 6 3 "

Ji bo ditina (n — 2)! em n = 7 bi cih bikin:
(7-2)!=5!'=5x4%x3x2x1=120

% Régeza komkiriné
Cn,r)+Cn,r—1)=C(n+1,r)
Tekezkirin:
t;=Cn,r)+C(n,r—1)
n! n!
- r!(n—r)!+ r-1Dn-r+1)!
n! n!
T -Dm—-1! r-DIr-r+ D -1
_(n—r+1)n!+rn!
rmn-r+1)!
_ nl(n+1)
rn-r+1)!
B (n+1)!
rmn+1-r)!

=Cn+1,r) =



Minak: Heger €(n,3) + €C(n,2) = 56 be, em nirxé (n)
bibinin:
Li gori régeza komkiriné:

C(h+1,3)=€8,3) >n+1=8 =>n=17

% Hejmara rébazén hilbijartina nimaneyeké bi
vegerandin an ji bé vegerandin

Dema hilbijartina (r) tist ji nav (n) tist, em rewsén li jér
bibinin:
1. Heger hilbijartin bi vegerandin @ rézkirin be, wé demé
hejmara rébazén hilbijartiné = n"
Minak: Hejmara rébazén ¢ékirina heymareke ji sé jimaran
pék té ji komika {1, 2, 3,4, 7 } yeksant:

n"=5=5x5x%x5=125

2. Heger hilbijartin bé vegerandin G bi rézkirin be, wé demé
hejmara rébazén hilbijartiné yeksani: p(n,r)

Minak: Hejmara rébazén rawestina 4 tirimbélan di gadeke
rawestandiné de ku té de 10 cih hene yeksani:

p(10,4) =10 X9 x 8 x 7 =5040

3. Heger hilbijartin bé vegerandin O bé rézkirin be
(nimdneyeke ketober), wé demé hejmara rébazén
hilbijartiné yeksani: C (n, r)

Minak 1: Hejmara rébazén hilbijartina timeke ku ji 5
listikvanan pék were ji nav 12 listikvanan yeksani:
p(12,5)

€(12,5) = ——— =792



Minak 2: Di sindogeké de 12 gogén sor ( 8 gogén spi hene,
em hejmara rébazén kisandina 3 gogén sor @ 2 gogén spi di
rewsén li jér de bibinin:

1. Heger kisandin bi vegerandin 0 rézkirin be.
2. Heger kisandin bé vegerandin i bi rézkirin be.

3. Heger kisandin bévegerandin @ bé rézkirin be.

Care:

1. Hejmara rébazan:

ny' X ny2= 123 x82=12x12%x12x8x8
=110 592

2. Hejmara rébazan:

p(12,3) xp(8,2) =12x11x10x8 x 7 =73920

3. Hejmara rébazan:

r(12,3) o p(8,2)

30 31 = 6160

c(12,3) xC(8,2) =



HINDART

1. Heger A = {0,3,4,5,7,9} komikek be, em dixwazin
hejmarine ku ji ¢car pépilkn pék té, ji endamé vé komiké di
rewsén li jér de ¢ékin:

- Jimar cuda ne.
- Wekheviya jimaran ¢édibe.

- Hejmar li 5 belav dibe.

2. Heger p(n—4, 9) = p(n—4, 9) be, em nirxé (n)
bibinin.

3. Heger €(20,3n—1) =C(20,2n) be, em nirxé (n)
bibinin.

4. Heger EE: :; = % be, em (n — 1)! bibinin.
5. Heger% = gbe, em nirxé (r) bibinin.
6. Em nirxé <7 ’C(ﬂ;c(sl;’ > hibinin.

7. Heger i, 5 _ 3 be, em nirxé (n) bibinin.

Cn, 4)



8. Heymara hilbijartina du tip an ji sé tipén cuda bi hev re ji
endamén komika {a, b, c,d, e, f} bé dubarekirin cend e?

9. Dozdeh listikvan tevli pésbirka avjeniyé biin bi c¢end
rébazan listikvanén yekem, duyem G séyem tén rézkirin?

10. Divé xwendekarek bersiva 10 pirsan ji 13 pirsan bide bi
mercé ku her? kém bersiva 4 pirsan ji pénc pirsén destpéké
bide, xwendekar dikare bi ¢end rébazan bersivé bide?

11. Pénc kes bi hev re ji komikeke ji 6 zilam G 8 jinan pék té,
hatin hilbijartin, bi cend rébazan her pénc kes di rewsén li
Jér de tén hilbijartin:

- Heger her pénc kes heman zayend bin.

- Heger du kes tené ji her pénc kesan heman zayend bin.

12. Xwendekareki sala yekem di beseke zaningehé de 10
bransan dixwine @ heger heri kém di 8 bransan de bi ser
nekeve, nikare li sala duyem bé veguhestin.

Xwendekar bi c¢cend rébazan dikare li sala duyem bé
veguhestin?

13. Di poleké de 9 xort O 6 ke¢ hene, bi ¢end rébazan
komiteyeke ji 4 xwendekaran pék té, ji vé pole ¢édibe, li gori
ku komite heman zayend be?



WANEYA DUYEM: TEORIYA DUPEKHATE
Em dizanin ku:
(x+a)l=1
(x+a)l=x+a
(x + a)? = x* + 2ax + a*
Em dikarin encamé bigirin ku:
(x + a)? = x3 + 3x%a + 3a%x + a3
Di heman demé de em dikarin encamé bigirin ku:
(x + a)* = x* + 4x3a + 6x*a? + 4a3x + a*

Niha em régezeké ji bo vekirina (x + a)™ bibinin:

1- Ségoseya Pascal (Pascal's triangle)

Qaseya dupékhate Qatén pékhateyén vekiriné
x+a)l — 1

x+a)l! — 1 1

x+a)? —» 1 2 1

x+a) —» 1 3 3 1
x+a)t — |1 4 6 4 1
(x+a)® — 1 5| |10[]1]|5]]1
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Em dikarin ségoseya Pascal bi alikariya levkiriné ji
binivisinin:

(x+a)’ > 1

(x +a)! C(L0) (L)

(x +a)? » C(2,0) C(2,1) C(2,2)

(x +a)d > C@3,0) | | C@B.1) C@32) | | c@33)

(x+a)t—> | C@o || Cc@aD || C@l2 || C@43) || CE4)

(x+a)’ »| c50) || c61) || C62) || c6G3) || cG4) || CES5)

2- Vekirina dupékhate
Heger x,a € R (0 n € Z* be, wé demé:
x+a)"= x"+Cn,Dx"1a+Cn2)x"2%a?+--+a®
Her wiha:

(x—a)"=x"—C(n,Dx"ta+Cn,2)x"%a*— -+ (—a)"
Tébini:
1. Hejmara pékhateyén vakirina dupékhateya (x + a)"
yeksani n + 1 pékhate.

2. Vekirin ligori hézén (x) berbipas rézkiri ne i li gori hézén
(a) berbipés rézkiri ne.

3. Komkirina hézén (x) G hézén (a) di ¢i pékhateyeké de,
yeksani (n) ye.

4. Levkirin di her pékhateyeké de, ji pékhateyén vekiriné
hejmareke tam tené kémi pépilka wé pékhateyé ye.
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5. Pékhateya yekem her tim x™ ye ( pékhateya dawi a™ ye O
gatén her duyan hejmara (1) ye.

Minak: Em vekirina dupékhateya (2x + 3y)* bibinin:

2x+3y)*=2x)*+Cc(4,1)(2x)33y) + €(4,2)(2x)%(3y)?
+ €(4,3)(20)(3y)* + By*

=16 x* + 96 x3y + 216 x*y* + 216 xy3 + 81y3

Rahénan: Em vekirina dupékhateyén li jér bibinin:

(a + 3b)° (x* —1)°

% Rewsén taybet
1+x)"=1+Cn,Dx+C(n,2)x? + -+ x"
1-x)"=1-Cn,Dx+C(n,2)x* — -+ (—x)"

Minak: Em vekirina dupékhateya li jér bibinin:

1+x)°%=1+¢C(6,1)x+C(6,2)x* +C(6,3)x3
+C(6,4)x* +€(6,5)x° + x°

Em x = 1 di her du aliyan de bi cih bikin:

1+1)°%=1+¢€(6,1)+C(6,2)+C(6,3)+C(6,4)
+C€(6,5 +1

Her wiha:

(2)=¢€(6,0)+C(6,1)+C(6,2)+C(6,3)+C(6,4)
+C(6,5)+C(6,6)

Rahénan: Em vekirina dupékhateya (1 — x) bibinin.



3- Pékhateya gisti ji vekirina dupékhateyé
Vekirina (x + y)™ bi vi awayfi té nivisin:
(x+y)"=x"+Cn,Dx" ly+C(n,2)x" 2y% + -+ y"
Em dibinin ku:

u, = C(n,x" 1y

us = C(n,2)x" %y?
Di heman demé de, em dibinin ku:

Uy = C(n,8)x" 3y8

Heger em bibéjin ku pékhateya gisti u,.,.; ye li gori ku
n =>r = 0 be, wé demé u,., 1 bi vi away?i té nivisin:

Ui = C(,T)X"7y"

Minak: Em qatén pékhateya sesem ji vekirina (x+§)8
bibinin:
215
ug = €(8,5) (x)°° (;) =€(8,5) x* (2)° (x)°°
=1792 x~2
Her wiha gatén vé pékhateyé = 1792

Rahénan: Li gori hézén x yén kémker di vekirina (2x + %)7

de, em ugz , u, bibinin 0 heger uz = 3u, be, em nirxé x
bibinin.
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% Régez
x+a)"+(x—a)"=2(uy +uz +ug+ )
x+a)"—-(x—a)"=2(uy; +uy +ug+ )

Minak 1: Em encama (x + 2)® + (x — 2)° bibinin:
(x+2)°+ (x—2)% =2(uy +u3z +us + uy)

=2(x%+C(6,2)(x)*(2)%2 +C(6,4)(x)%(2)*
+€(6,6)(x)°(2)®)

= 2(x% + 60x* + 240x? + 64)

Minak 2: Em encama (1 + vx)> — (1 — v/x)> bi awayé heri
sade bibinin:

(1 + \/;)5 - (1 —\/E)S = Z(UZ + uy + u6)
= 2[(5, DD (V&) + €(5,)W(VX)” + €(5,5)(D°(VH)°]

= 2vVx(5 + 10x + x?)

Rahénan: Em encamén bikaraninén li jér bibinin:
1+x)"+1-x)7
1+x)°-(1-x)°



4- Pékhateya navin di vekirina (x + a)™ de

Di vekirina (x + a)™ de, em dibinin ku hejmara pékhateyén
vekimk=n+1

1. Heger (n) hejmareke cot be, wé demé hejmara
pékhateyén vekiriné heymareke kit e 0 pékhateyeke navin ji
vekiriné re heye G pépilka wé "7 +1 e

2. Heger (n) hejmareke kit be, wé demé hejmara

pékhateyén vekiriné hejmareke cot e 0 du pékhateyén navin

. L N +1 +3
ji vekiriné re hene 0 pépilka wan nT , nT

Minak: Em pékhateya navin di vekirina (2x+$)12 de
bibinin:

Em dibinin ku n = 12 cot e, wé demé hejmara pékhateyan
kite.

Pépilka pékhateya navin: "T” = 122+2 = 12—4 =17

1 6
u, = €(12,6)(2x)°® (ﬁ)

= C(12 ,6)(2)6(76)6(%)6(26_2)6

=C(12,6)x"°



5- Ditina pékhateya ku x* digire

Em & hewil bidin pékhateya x* bé nivisina vekirina
dupékhateyé bi awayeki tam bibinin:

< Gaveén ditina pékhateya x*

1. Em bibéjin ku ev pékhate pékhateya gisti ye u,., 1 0 pistre
bi alikariya (r) wé bibinin.

2. Em komkirina hézén (x) di pékhateya gisti de, bi
alikariya (r) bibinin @ pistre em é vé komkiriné yeksani
héza hati xwestin (k) binivisinin.

Her wiha em (r) a ku girtina vé pékhateyé ji héza hati
xwestin (k) re bibinin:

r € N = r 4+ 1 pékhateya hati xwestin.
Lé dema ku r € N be, tu pékhate ku héza hati xwestin ji
vekiriné bigire tune ye.

= Tébini
Di rewsa légerina pékhateya bé (x), em komkirina hézén (x)
ji pékhateya gisti yeksani sifiré binivisinin.

Minak: Ji vekirina (% + :—x)“ em gatén (x) bibinin:
3x 11-r 2 .
= €A1, (3] G
Bi hevrdkiriné em dibinin ku:

xl=x11-"" =5 11-2r=1 =r=5

Qatén ug:

6
ug = C(11,1) (;) (2)5 x =693



HINDART
1. Em vekirinén dupékhateyén li jér bibinin:

(x + 3)° , (2x — y)° , 1+ x)*
2. Em pékhateya péncem ji vekirina (2 + 3x)!! bibinin,
3. Em nirxé (x) a ku hevkéseya li jér pék tine, bibinin:

(1+x/§)6—(1—x/§)6 = 4803 x

4. Em tekez bikin ku:

Cn,7r) _n
Cn-1,r-1) r

s . - .. 1 A .
Heger réje di navbera ug ji vekirina (x+;)15 0 us ji

vekirina (x — %)14 yeksani g be, em nirxé (x) bibinin.

5. Heger pékhateya nehem ji vekirina (x? — x=2)1 yeksani
165 be, em nirxé (x) bibinin.

6. Em her du pékhateyén navin di vekirina (’;—2+%)15 de,
bibinin.

7. Em gatén x2 di vekirina (23—x + %)12 bibinin.

8. Em pékhateya bé (x) di vekirina (2x? — %)12 bibinin.



BESA SEYEM: HEJMAREN KOMPLEKS

1. AWAYE SEGOSEYI JI HEIMARA KOMPLEKS RE
2. TEORIYA DIMWAVIR
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WANEYA YEKEM: AWAYE SEGOSEYI1 JI
HEJMARA KOMPLEKS RE

Jean Robert Argand kesé yekem é ku hejmarén

kompléks xwend G ji bo tekez bike ku ji hema
hevkéseyén cebiri re kok hene heger rasteqini yan ji
nigasbiiyi bin, bi kar ani.

Hejmarén kompléks bi xaleké (x,y) di kordinaté
de bi kar ani li gori ku (x) besa rasteqini li ser
tewareya x'x destnisan dike, 18 (y) hejmara
nigasbiiyi li ser tewareya y'y destnisan dike.

Me beré hejmarén kompléks nas kiriye G me ditiye ku
hejmara kompléks bi awayé w = x + iy té nivisin 0 bi navé
awayeé cebiri hat naskirin li gor ku x , y du hejmarén rast in
)

uic= -1

Me hevjimara hejmara kompléks ji nas kiriye G ditiye ku bi
awayé w = x — iy té nivisin 0 bi sembola w té nisankirin.

Di vé waneyé de, em é awayeki din ji bo nivisina hejmara
kompléks G nisankirina wé girafiki nas bikin.
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1- Cotén rézkiri yén ¢cemseri G dikarti

Di teseya li jér de, bazineki ku niveskéla wi () be heye U
xala A(x,y) li ser bazine, AOB = 6

y
x A(x,y)
cos(0) = — = x =1 cos (0) 7y
" > d x
y i Ol x B
sin(0) = L =y=T sin (0) \/

y\
Li gori Pythagoras di ségoseya tik ABO de:

r= x%+ y?
Di heman demé de: tan (0) = f

Bi hesabkirina fonkisyona vaji ji fonkisyona tan re
tan—l(g) em @ bi dest dixin.

Heger em kordinata dikarti weke kordinata cemseri
bibinin, li gori ku xala hevbirina tewareyan weke ¢cemser be
O tewareya cemseri li ser parceyé pozitiv € tewareya x'x
yeksaneyi ye be, em dikarin cotén rézkiri yén cemseri bi yén
dikarti veguherin G vaji ji rast e.

A(x,y)

o

Cemser O Tewareya cemseri




*= Veguhartina cotén rézkir? yén cemsri bi yén dikarti

Heger A xalek di cotén rézkiri yén ¢cemseri de, be G heger
cotén rézkiri yén cemseri ji xala A re (r,0) be G cotén
rézkiri yén dikarti ji heman xala A re (x,y) be, em dibinin
ku:

x =1 cos (0)

y =rsin (0)} = (x,y) = (rcos (0),rsin ()

Zaniyaré Arcand hejmara kompléks w di kordinata tik de,
girafiki nisan kir ( tewareya asoyi x'x ji bo destnisankirina
parceyé rasteqini O tewareya tiki y'y ji bo destnisankirina
parceyé nigasbiiyi ji hejmara kompléks bi kar ani.

Her wiha xala ku cotén wé yén rézkiri (x,y) be, hejmara
kompléks x + yi nisan dike.

Minak: Em hejmarén li jér di kordinaté de nisan bikin:

w1:2+i , (1)2=—1+Zl
w3:2—i , (1)4_=—1—2l
Sy
a4
3
wy; = -1+ 212 wy =2+

[y

(3]

IS

'

w

N
Ll =%

b bbb Lo




= Tébini
Heger w = x + iy hejmareke kompléks be G xala A(x , y) di
kordinaté de, wé nisan bike, wé demé diréjahiya hejmara
kompléks |w| durahiya wé ji navenda (0) ye G tékiliya wé
wiha ye: y

55
r=|w| = {x%+ y? ploo X ‘1y4'

0 —
£ Awayé ségoseyi (cemseri) ji hejmara kompléks re

Heger w = x + iy be,emx =rcos (8) , y =r sin (0) bi
cih bikin:
w=rcos(0)+irsin(0) = w=r[cos(B) + isin(0)]

Em dikarin pivana (0) di rewsénli jér deligori 0 € |—m , ]
nas bikin:

1. Heger x > 0, y > 0 be = 0 di caryeka yekem de ye =
P
_ 1,7
0 = tan (x)
2. Hegerx <0, y > 0 be = 0 dicaryeka duyem de ye =
0=m+ tan‘l(z)
X
3. Hegerx < 0, y < 0 be = 0 di caryeka séyem de ye =
0=-m+ tan‘l(z)
X
4. Heger x > 0, y < 0 be = 0 di caryeka carem de ye =

y
_ -1
0 = tan (x)



Minak 1: Em diréjahiya hejmara kompléks a li jér G pévana
goseya (0) bibinin @ pistre em awayé wé yé ségoseyl
binivisinin:

Emdibininku: x =—V3 , y=1

Ji ber vé yeké hejmar di caryeka duyem de ye

r=lw|=vx2+ y2=V3+1=+2
_ -1 _ 1 1
0= m+tan (x)—n+tan (_ 3)

0 m 6m—m 5w
- = —_——_—= =
"% 6 6

5w .. 5m
w, =2 [cos (—) + isin (?)

6
2y
5
4
3
w; 2
1 1
8 4 3 2730 1 2 3 4 5 «
-1
-2
-3
-4
-5




Minak 2: Em diréjahiya hejmara kompléks a li jér G pévana
goseya (0) bibinin @ pistre em awayé wé yé ségoseyl
binivisininin:
Wy = —-1-—-i

Emdibininku: x=-1 , y=-1
Ji ber vé yeké hejmar di caryeka séyem de, ye

r=|lwy] =vax2+ y2=V1i+1=+2
) nt -3m

=—m+tan ()= -w+—-=—

1Yy
_ 1
0 =—-m+ tan (— 2 n

x
w, = V2 [cos (?) + isin (%)]

= w, = V2 [cos (?) — isin (%Tn)]

Y
5
4
3
2
1
¥ -5 4 -3 -2 4 1 2 3 4 5 ¥
P
2
-3
-4
-5
y

Rahénan: Em diréjahiya hejmara kompléks a li jér G pivana
goseya (@) bibinin G pistre em awayé wé yé ségoseyi
binivisinin:

w=V3—-i



+ Taybetmendiyén diréjahi @ goseyé ji hejmara
kompléks re

Ji her hejmareke kompléks w = x + iy @ goseya wé re:
l. lw| =0

2. Goseya hejmara kompléks hejmareke bédawi ji pivanan
dibe bi z&dekirina hejmareke tam ji dewreyan

Ango: 0+ 2tk :k €EZ
3. |w| = |w| = |-w| =|-&|

4 w.0= |wl?

Minak: Em diréjahi G pévana goseya (0) ji hejmara
kompléks a li jér re bibinin:

w=2 [cos(g) — isin(g)] =2 [cos(— g) + isin(— g)]

Emdibininku:r=2 , 6= _g

= Encam

Heger w = r[cos(0) + i sin(0)] be, wé demé:
11 ..

1==- [cos(—0) + i sin(—0)]

2. w? = 1%[cos(20) + i sin(20)]

3. 0" = r"*[cos(nB) + i sin(nh)]



Minak: Em hejmara w = 1 — i bi awayé ségoseyi
binivisininin @ pistre (1 — i)® bibinin:
Care:

x=1=>x>0

y=-1 =>y<0} = Hejmara kompléks di caryeka

carem de ye.
r=vi+1=+2

0 =tan1 (%) =tan(—-1) = 0 = —%
w= V2 [cos (— g) + i sin(— g)]

1-0)8=wd=(V2)8 [cos(_Tsn) + isin(_Tgn)
(1—i)® =16[cos(—2m) + i sin(—2m)] = 16

= Awayé hézi ji hejmara kompléks re
Heger w = x + iy hejmareke kompléks be G diréjahiya wé
yeksani (1) be: |w|=1=x*+ y* =1
Weé demé hejmjareke rast (@) heye ku x = cos (8) U
y = sin(0) pék tine.
Hejmara kompléks bi vi awayi té nivisin:

w = cos(0) + i sin(0)

Heger hejmara kompléks bi sembola e bé nisankirin, wé
demé awayé hézi jé re wiha té nivisin:
w = e
Di rewsa gisti de wiha té nivisin:

w=re?



s Taybetmendi

1.9 = 7% = cos (—0) + i sin (—0)

2. Di awayé hézi de:
w = e = cos (0) +isin (0)

Besa rasteqini cos (0) ye G besa nigasbiyi sin (0) ye.

3. Dema ku 6 = 0 be, em dibinin ku:

e’ =cos(0) +isin(0)=1

4.9 = 70 = cos (—0) + i sin (—0)

= cos (0) — i sin(0)

— e 0 — (eze)

5. Heger diréjahiya hejmareke kompléks yeksani (1) be,
wé demé vajiya wé yeksani hevjimara we ye.
1 1

wl=1 = w=— =—= () = e
w elo

6. —e® = —cos (0) — i sin (0)
=cos (m+ 0) + isin(mw + 0)

— ei(n+0)



4 Girafika hejmara kompléks w = e%

Heger (0,7,)) kordinateke levhati be, hejmara w = e di
vé kordinaté de, bi xaleké A li ser bazineki ku niveskéla wi
(1) be @t navenda wi navenda kordinaté be, té nisankirin, li
gori ku niveskéla OA bi tira 7 re goseyeke ku pévana wé (0)
be, ¢céke.

Y _
819
A
= R -
0
y\

Lé hejmara kompléks @ = e~ bi xaleké B ku bi xala 4 i
gori tewareya x'x simetrik be, té nisankirin.

y‘
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Her wiha hejmara kompléks —w = —e® bi xaleké D ku bi
xala A li gori navendé simetrik be, té nisankirin.

y.
ei@
Vs
X . — X
D
_eiB
™

= Tébini
Heger 8 = 2w be, wé demé:
e?™ = cos (2m) +isin(2m) =1
Minak: Em hejmarén kompléks én li jér bi awayé hézé
binivisininin:
wy=1+1i wy; =—1+1i

T .
w3 = —2i wy = eC T

Care:
® W1 = 1+

x=1, y=1 = Hejmar di ¢caryeka yekem de ye.
r=yx2+y2=+2

0 = tan~! (%) = tan"1(1) = 0 =



, ; T
w=re’ = w, =V2e'%
® w2=_1+l

x=-1, y=1 = Hejmar di ¢aryeka duyem de ye.

r=Jx2+y2=+2

7y B T 3m
— 1 — ) = 1— = _——_——= —
0= m+ tan (x)—n+tan (-1)=m il
. ,3m
w=rel =>w,=+V2e'7%
® w3=—2i
x=0, y=—-—2 = Hejmar li ser besa nigetiv a tewareya
y'yye.
r=yx2+y2=+V4=2
o — /4
2
, ;T
w=re’ =w;=2e"'2
(B +2)i



+ Hevdan ( parvekirina hejmarén kompléks bi awayé
hézi
¢ Heger w; = 111 0 w, = 1, €92 be, wé demé:

W, .0y = 1.7, .91 92 = ¢ 1, el01+02)

= Encam
Dema ku 8; = 8, = 0 be, wé demé:

W, .0y = 11.72.%° = w, .w, = .1, (e19)?
Bi awayeki gisti:

Wy.0,=171.75." = w, .w, = 1.7 ()"

¢ Heger w, = 711 0 w, = 1, %2 be, wé demé:

if
w rie’1 r .
1_ " = 1 i (01— 62)
w» rye vz L&)

Minak: Em encama w bi awayé hézi bibinin:
w = 2[cos(30) +isin(30)] x 2 [sin(135) — i cos(135)]

Em destpéké sin(135) — i cos(135) bikin awayé ségoseyi
yé rast:

sin(135) — i cos(135) = sin(90 + 45) — i cos(90 + 45)
= cos (45) + i sin (45)
= w = 2[cos(30) +isin(30)] x 2[cos(45) + i sin(45)]
-4 x et (30)° X el (45)°
—4 el (30°+45") _ 4 et (75)°

Em (75)° bikin radyan:



B 751t_ 5m

= w =4 ei(sl_g)
180 12

75 0
_— e = 9
180 =«

3,
Minak: Em hejmara kompléks w = /2 e+ ' bi awayé cebiri
w = x + iy binivisinin:

Care:

w=VZeil= 2 Cos(¥)+isin(¥)]

T— T 411—11)]

=+V2 |cos ( 2 )+ isin( 2

i /4 /4

=2 cos (n—z) + i sin (n—z)]
i /4 /4

=2 | —cos (Z) + i sin (Z)]

[ VZ. 2
=2 —?-I-l?]

= w=—-1+1i

Rahénan: Em hejmara kompléks w = 8 es " bi awayeé cebiri
w = x + iy binivisinin.



HINDART
1. Em valahiyén li jér dagirin:

- Heymara kompléks w = 3 — 4i di kordinata levhati de, bi
xala A(..., ...) t&é nisankirin.

- Heger xala B hejmara kompléks Z di kordinata levhati de,
nisan bike & B’ hejmara kompléks Z di kordinata levhati de,

nisan bike, wé demé B’ wéneya .......... Li gori vajikirina li
gori ..........
- Diréjahiya hejmara kompléks @w = —5i yeksani ..........

- Heger Z = Z—: be, wé demé |Z| = ---
- Awayé hézi ji hejmara kompléks w = —1 +ire...........

- Awaye ségoseyi ji hejmara kompléks Z = 2 — 2+/3ire ......

2. Em bersiva rast hilbijérin:

- Heger w = V2[sin(30) + i cos(30)] be, wé demé:

1)0 = 60° 2)0 =90° 3)0 =120
- Heger w = —3 be, wé demé:
1)0=0 2)0 =90° 3)0 = 180°

- Heger w = —1 + /3 i be, wé demé:

1) |®| = -1++V3i 2) |@| =2 3) |@| =2



3. Em diréjahi G pivana goseya @ bibinin G pistre awayé
ségoseyi ji hejmarén li jér re binivisinin:

w3:—3l w4=5

4. Em hejmarén kompléks én li jér bi awayé hézi
binivisinin:

1 V2 i

w e
1+i 371414

w1=1—\/§l Wy =

5.Heger w; =1 —+/3i, w, =1+ ibe, em bikaraninén
li jér bi awayé ségoseyi 1 hézi bibinin:

0y

6
w1 . Wy (w2)

w1

6. Em tekez bikin ku:

e3tTTi_ e mi=(1-e)(1+e+e?

7. Heger Z = % hejmareke kompléks be, em vé hejmaré

bi awayé hézi @i pistre bi awayi cebirl binivisinin @ pistre
réjeyén ségoseyi ji goseya % re encamé bigirin.



WANEYA DUYEM: TEORIYA DIMWAVIR
1- Teoriya Dimwavir bi hézeke tam G pozitiv
Heger (n) hejmareke tam G pozitiv be, wé demé:

[cos (@) + isin (0)]" = cos (n@) + i sin (n0)

Minak: Em encama (\/; —i %)24 bibinin:

x>0 . .
y < 0} = Hejmar di caryeka carem de ye.
3 1
r=x*+ y?= Z-I‘Z:\/T:l
_1 1
1 (Y 1| Z o n
0=tan1(=)= tan™1 | = —tanl(—)=——
&) Z 58
2

(? —i %)24 = [cos (— g) + i sin (— %)]24

T . . 3
= coS (24 X —g)+lsm (24 X _E)
= cos (—4m) + i sin (—4m)
=14+0 x1

=1
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s Pékaninén hejmarén kompléks di ségoseyan de

Ditina réjeyén ségoseyi ji qatén goseyeké re bi alikariya
réjeyén ségoseyi yén goseyeé:

Minak: Em réjeyén ségoseyi ji goseya (20) re bi alikariya
réjeyén ségoseyli ji goseya (0) re bibinin:

Care: Ji régeza Dimwavir em dibinin ku:
[cos (8) + i sin (0)]* = cos (20) + i sin (20) ...... 1))
Bi alikariya vekirina dupékhate em dibinin ku:
[cos (0) + i sin (0)]? =
cos?(0) + 2i sin(0)cos(0) + i*sin?(0)
= [cos?(0) — sin?(0)] + i[2sin(0).cos(0)] ...... (2)

Bi yeksaniya di navbera her du besén rasteqini di (1) i (2)
de:

cos (20) = cos?*(0) — sin?(0)

Bi yeksaniya di navbera her du besén nigasbiyi di (1) G (2)
de:

sin (20) = 2 sin (0).cos (0)
Ji bo ditina tan (26):

sin (20) 2 sin (0).cos (0)

tan (20) = cos (20)  cos2(8) — sin%(0)

Bi parvekirina par 0 parané li cos?(0) em dibinin ku:

2 tan (0)

tan (26) = 1 — tan?(0)

Rahénan: Em cos (380) bi alikariya hézén cos (@) bibinin.



2- Teoriya Dimwavir bi hézeke réjeyi G pozitiv
Em dizanin ku: Ligoriku k € Z

cos (0) +isin (0) = cos (0 + 2rwk) + i sin (6 + 2mk)
Dema ku (r) hejmareke pozitiv be, wé demé:

0+ an) 0+ an)

[cos(0) + isin(B)]% = cos( =

+ i sin(

1
Ango: Qaseya [cos(0) + isin(0)]r gelek nirxan li gori
nirxé (k) dibe G hejmara van nirxén cuda yeksani (r) nirxén

ku em bi dest dixindema ku k= ...,—2,—-1,—0,1,2,... G
0+2mk

Tr

dikeve navbera - r O m de.

goseya

Minak 1: Em di C de, komika careyén hevkéseya li jér
bibinin: ot =2+2V3i

Em hejmaré bikin awayé ségoseyi:

; i g} = Hejmar di caryeka yekem de ye.
r=+vVv4+12=4
_ -1 y _ -1 2\/§ _ -1 _ T
0 = tan (;)— tan (T = tan (\/§)=>9_§
4 /(4 S | 1
w =4 [cos (§) + isin (5)]

TN

= w= (@) [cos (3) +isin (3)]

— w= 42 [cos (§+21tk)><%+isin (§+2nk)xﬂ



Dema ku k = 0 be:
4 1 .. 1 4 i(1%)
wq = \/Z[cos (12)+lsm (12)]— 4 e 12
Dema ku k = 1 be:
7Tt 7T ) s
— 4 i . . i — 4 l(ﬁ)
ny \/Z[cos (12)+lsm (12)] Vd e
Dema ku k = —1 be:
—5m -5 . —5m
— 4 . — 4 l(v)
w3 Va [cos (—12 )+ isin (—12 )] 4e
Dema ku k = —2 be:

—11m —11m . —11m
w4=W[cos( )+isin( )]=44e’(12)

12 12

Minak 2: Em kokén hevkéseya w3 = 1 bibinin @ pistre van
kokan di kordinata levhati de, nisan bikin:

w3 =1 = w3 = cos (0) +isin (0)

= w = [cos (0) + isin (O)]%

1 1
= cos (an X —) + isin (an X —)
3 3
Dema ku k = 0 be:
wi=cos (0)+isin(0)=1

Dema ku k = 1 be:
w, = COS (T)+¢sm (—) = e ‘3
Dema ku k = —1 be:

21 .. 2 i(_Z_Tl'
w3 = COS (_?)‘FlSln <_?>= e 3



Xézkirin:

y..
w3
21
\ o
w
L
—2n
3
w3
y\

Em dibinin ku kokén hevkéseyé baziné ku navenda wé
navenda kordinaté ye i niveskéla wé (r) ye, li 3 kevanén
yeksan parve dike 0 pivana her kevaneké (120)° ye.

Ev xal sergoseyén ségoseyeke hemkenar cédike.

s Kokén bi pépilka (n) ji hejmareke kompléks re
Hevkéseya w" =Z :Z € C jé re (n) kok hene bi awayé
1
w= Zn
Em dikarin van kokan bi ditina awayé ségoseyi ji hejmara
(Z) re bibinin @ pistre teoriya Dimwavir bi kar binin.
Hem( kok di kordinata levhati de ne li ser bazineki tené ku
navenda wé navenda kordinaté ye @ diréjahiya niveskéla wé
1
|1Z|» ye.
Her wiha pirgoseyeke birékipék c¢édike, hejmara
sergoseyén wé (n) ye.



Minak 1: Em di C de, careyén hevkéseya w® = —32 bibinin
u pistre van kokan di kordinata levhati de, destnisan bikin:

Care:
Em hejmara - 32 bikin awayé ségoseyi:

x<0

_ 0} => Hejmar li ser tewareya x'x ye.

r=(=32)2 = 32

0
0 = tan~! (%) = tan~! (_—32) =tan1(0)=0=m

w3? = 32[cos(m) + i sin ()]

= w = 32 [cos(m) + i sin (n)]%

1 1
= w= 2 [cos(n+21tk)><§+isin(n+2nk)><§

Dema ku k = 0 be:

W, =2 [cos (g) + isin (g)] =2 ei(%)

Pivana goseya di navbera her kokeké G koka li pey wé 2?11' ye.

[ T 2r .. /T 27
w,; =2 _cos <§+?> +isin (§+?)]
[ 3 . (3r
=2 _cos <?> + isin (?)]
[ 3t 2w .. (3T 2w
w3 =2 _cos <?+?) + isin (?+?)]

= 2 [cos(m) + i sin(m)]



[ 21
wy =2 |cos <1t+—)+isin (n+—)]

2 [cos (1) + £ n (25

5 5
[ m 21 .. (T 2m;
ws = 2 _cos <?+?> +isin (?+?)]
[ o . (9
=2 _cos <?) + isin (?>]

Em dibinin ku ev kok péncgoseyeke birékiipek cékiriye.

y“

Rahénan: Em di kordinata levhati de, kokén ji hejmara

(1) re destnisan bikin.
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Minak 2: Em kokén dami ji hejmara w = 3 + 4i re bibinin:

1
Heger (3 + 4i)z = x + iy be, em her du aliyan dam bikin:
3+4i= (x+iy)? =3 +4i= x*— y*+ 2xyi

Bi yeksaniya di navbera her du parceyén rasteqini de:

Bi damkirina (1) G (2) em dibinin ku:
(3)2 — (XZ _ yZ)Z — 9 = x4 +y4 _ ZnyZ
(4)2 = (2xy)? = 16 = 4x%y?
Em her du tékiliyan kom bikin:
x* +y* —2x%y? + 4x?y* =9+ 16
= x* + y* + 2x%y? = 25
= (&% + y%)2 =25 = 2%+ y*  =5.......... (3)
Em (1) G (3) kom bikin:
2x2=8 = x* =4 = x = +2
Dema ku x = 2 be, em di (2) de, bi cih bikin:
4y=4=y=1
Koka yekem: wy =2 +i

Dema ku x = —2 be, em di (2) de, bi cih bikin:
—4y=4 = y=-1

Koka duyem: w, = =2 — i



Minak 3: Em di C de, c¢areyén hevkéseya li jér bibinin:
A-Dx*-B-ix+4—-2i=0
Care: Em dikarin hevkéseyé bi vi awayi binivisinin:

B-ix 4-2i

Ao ta-n°

X

3—i - R . R .
Em =— sade bikin, em par U parané hevdani hevjimara

parané bikin:
(3—i)(1+i)_3+3i—i+1_4+2i_2+_
A-oa+y  1+1 2z _“Tt
Di heman demé de, em % sade bikin:
(4—2i)(1+i)_4+4i—2i+2_6+2i_3+_
a-va+i  1+1 2z Tt
Hevkeése dibe bi vi awayi:
x2-2+Dx+B+i)=0
A= b? — 4ac
=[-(2+D)]?-41)3 + i)
=4+4i—1—-12—4i=-9
VA= V-9 = 3i
_—b+\/Z_2+i+3i_2+4i_1+2_
M="%a T 2 T2 ~ '
—b—-VA 2+4+i-3i 2-2i _
Xy = = = =1-2i

2a 2 2



HINDART
1. Em encama bikaranina li jér bibinin:

N 22
(53

1+iV3

+i

2. Heger Z = hejmarek be, em (Z)*8 bibinin.

3. Emdi C de, kokén hevkéseya w* = 1 bibinin (I van kokan
di kordinata levhati de, nisan bikin.

4. Em kokén kabf ji hejmara kompléks @ = —4+/2 + 4+/2i
re bibinin 0 van kokan di kordinata levhati de, nisan bikin.

5. Em bi awayé ségoseyi her du kokén dami ji hejmara
1 , .
\/—7(1 + i) re bibinin.






BESA CAREM: GEOMETRIYA VALAHIYE

GEOMETRI1 U PIVAN DI TEQALE U VALAHIYE DE
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WANE: GEOMETRI U PIVAN DI TEQALE U
VALAHIYE DE

%+ Pésgotin

Geometri zanista 1ekolina teseyan 0 tékiliya di navbera van
teseyan, gose U diréjahiya di navbera wan de ye.

Geometri dibe du bes:

e Geometriya teqaleyi: Ji bo lékolina teseyén ku du
durahiyén wé tené hene, diréjaht @ firehi.

Minak: Milkes. Diréjahi
Firehi
e Geometriya valahiyé: Ji bo teseyén ku sé durahiyén
weé hene, diréjaht, fireht G bilindahi.

Minak: Pirizmaya milkésé, lile G gewdeyén koviki i gogi.

Bilindaht
A Firehi
= TEébini Diréjaht
Di dema dawi de, cureyeke nd ji geometriyé hat afirandin,
bi navé geometriya minkofiski té naskirin.
Car durahiyén wé hene, diréjahi, fireht, bilindahi 0 dem

Minak: Kaba zédeker?.
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1- Destnisankirina cihé gewdeyeke

e Ji bo destnisankirina cihé gewdeyeké li ser xézikeke
rast, divé durahiya vé gewdeyé ji xaleke xwecih li ser
xézika rast bé naskirin, bi navé xala navendé té

naskirin.
OA=x€R Navend Gewde
° °
o A
X

e Jibo destnisankirina cihé gewdeyeke di teqaleyeke de,
divé éxistina vé gewdeyeé li ser her du tewareyén hevtik
di tegaleya du durahi (R)? de bé naskirin.

A=(x) oF

b - - — 9

Niha em cawa cihé gewdeyeké di valahiyé de destnisan
bikin? Pédiviya me bi kordinateke hevtik di valahiya sé
durahi (R)3 de heye.



Kordinatén xala (A4) di valahiyé de, li gori sé tewareyén di
xaleke tené de hevbirin i cot cot hevtik, dest nisan dibe, ew
J1 bi ditina éxistina vé xalé li ser her tewareyeké.

A=(x,y,z) €R3

(0,0,2)

(x,0,2) s 7 A

(x,0,0) (A\',_r.(])
X g
%+ Taybetmendiyén kordinata hevtik di valahiya sé
durahi (R)3 de

1. HemU xalén valahiya ku kordinatén wé (x,y, 0) bin, di
teqaleya ku ji her du tewareyén xx , yy pék té de ye.

.

X

.

[ /) [ [/
// //0# // // // // =
[ [/ [ [/

X
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2. Hema xalén valahiya ku kordinatén wé (x, 0, z) bin, di
tegaleya ku ji her du tewareyén xx , zz pék té de ye.

|1

\

|1

\

|1

x|

AR

[RRRER

SR

1
| —
| —

3. Hem( xalén valahiya ku kordinatén wé (0 ,y,z) bin, di
teqaleya ku ji her du tewareyén yy , zz pék té de ye.

z

4. Kordinatén her xaleke li ser tewareya xx dibe (x,0,0)
Kordinatén her xaleke li ser tewareya yy dibe (0, y, 0)
Kordinatén her xaleke li ser tewareya zz dibe (0,0, 2)

5. Kordinatén her xaleke di valahiyé de: (x,y, z)
1.




% Destnisankirina cihé xaleké di valahiyé de

Bétiri rébazeke ji bo destnisankirina cihé xaleke di valahiyé
de heye.

1. Em ji wé xalé sé teqaleyén hevtik bi tewareyén xx,yy U
zz re xéz bikin, wé demé wan di xalén M, , M, , M3 de dibire.

0M1=x , 0M2=y ) 0M3=Z

M}

[
M,

M1

2. Emcihé xala (x, y) di teqaleya xx , yy de, destnisan bikin
@i pistre rasténhevi tewareya zz jé tevger bikin, di aliyé
pozitiv an ji nigetiv de, li gori éxistina séyem ji xala hati
xwestin re.

Minak: Em her sé xalén li jér di kordinata hevtik a sé durahi
de, destnisan bikin:

A(-2,3,2) , B(3,-1,5) , C(4,0,-1)

* Em xala yekem A(—2,3,2) destnisan bikin:



Em xala (=2, 3) di tegaleya xx,yy de, destnisan bikin
pistre bi aliyé poZzitiv é tewareya zz bi qasi du menan tevger
bikin, wé demé em xala A bi dest dixin.

z

[ \A
4 //A?/

///0///'
YAV A AY4 L LS

/o

* Em xala duyem B(3,—1,5) destnisan bikin:

Em xala (3,—1) di tegaleya xx,yy de, destnisan bikin i
pistre bi aliyé pozitiv € tewareya zz bi gasi pénc menan
tevger bikin, wé demé em xala B bi dest dixin.
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* Em xala duyem €(4,0,—1) destnisan bikin:

Em xala (4,0) di teqaleya xx,yy de destnisan bikin
pistre bi aliyé nigetiv & tewareya zz bi gasi meneke tené
tevger bikin, wé demé em xala C bi dest dixin.

2- Durahiya di navbera du xalan di valahiyé de

Heger A(x41,¥1,21) , B(x2,y2,2;) du xalén bin di
valahiyé de, wé demé durahiya di navbera A G B de wiha ye:

AB = \(x — x1)% + (y2 — ¥1)? + (22 — 2)?

I |
oy
1
Y >y
| / | !
Ly /
I/ /
e/ by
X & A | /
o y
X, ________xz'_xll N
X Y
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Minak: Em durahiya di navbera her du xalén li jér de
bibinin:

A3,-1,0), B(5,3,—-4)

AB =/(5-3)2+ (3 + 1)2 + (-4 + 0)?

AB=V4+16+16=vV36=6
Rahénan: Em durahiya di navbera her du xalén li jér de
bibinin:

E(-2,1,3), D(—4,3,5)

3- Cotén rézkiri yén niveka parcerastekeké di valahiyé de

Heger A(x 1,y1,21) , B(x3,y,,2;) du xal bin di valahiyé
de, wé demé kordinatén xala I niveka parcerasteka AB wiha

ye:

I(xl +X, Y1t+Y2 z4 +Zz)

2 ’ 2 2
Minak: Heger A(2,—-2,4), B(8,2,1) du xal bin, em
kordinatén xala I niveka AB bibinin:

Xq+xp 2+8

1= 2
Yat+yp —2+2
e

Zy+zg 4+1 5
AT T T2 T2

Ango: Kordinatén xala I : I (5 ,0 g)



4- Hevkéseya baziné di teqaleyé de

Bazin: Komika xalén tegaleyén yé diri xaleke naskiri (0)
durahiyeke xwecih e ().

Em ji (r) re dib&jin niveskéla baziné i ji (0) re dibgjin
navenda baziné.

y
y +— - Mix,y)
‘}‘79 L —
\ |
X X
0 X X
N\
Y

% Hevkéseya baziné

Xala 0’ (xq ,yo) navenda baziné ye O (r) niveskéla wé ye, 1&
xala M(x,y) li ser baziné ye.

OM =r1=(x—x0)*+ (V= ¥0)?
;N2
= (0M)" = r?* = (x —x0)* + (¥ — ¥0)?
Ango: Hevkéseya baziné bi vi awayi ye:

(x—=x0)>+ (¥ — yo)* = 1?
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Minak 1: Em hevkéseya baziné ku navenda wi 0'(—2,—5)
be @i diréjahiya niveskéla wi r = 5 be, bibinin:

(x—x0)2+ (y — yo)? = 1? ¥
= x+2)?%+ (y+5)?2%=25

Minak 2: Em navend @i diréjahiya niveskéla baziné ku
hevkéseya wi weki li jér, bibinin:

(x+6)>+ (y-7)°%=9
Bi hevriikiriné bi awayé gisti yé hevkéseya baziné re:
(x—x0)°+ (y— yo)*> = 1°
Em dibinin ku:

Xo — —6

Yo =7 } = 0'(—6,7) navenda baziné ye.
0=

r? = 9 = r = 3 diréjahiya niveskéla baziné ye.

4 N @ s ot @

B

X

1 2 3 4 5 6 7T 8

L -
7



% Awayeé gisti ji hevkéseya baziné re
Me dit ku hevkéseya baziné wiha ye:
(x—x0)°+ (y— yo)* = 1°
Em kevanan belav bikin:

x% —2xx9+ X0+ y?2 = 2yy0+ yo2 — 1 =0
x% + y? —2xx9 — 2yyo + X2+ yoi — 12 =0
Heger —2xp =a , —2yo=b , x0%>+ yo? — r? = c be,

wé demé:
x>+ y*+ax+by+c =0
= Rewseke taybet

Heger navenda baziné li ser navenda kordinaté de be, dibe
bi vi awayt: ¥

A
N

>
Minak: Em navend G diréjahiya niveskéla baziné ku
hevkéseya wi weki li jér e, bibinin:

2+ y? =12

x>+ y*+4x—-2y—-5=0
Bidestxistina dama tam em dibinin ku:
x> +4x+4—-4+y*—-2y+1-1-5=0
(x+2)?%+ (y-1)2-4-1-5=0
(x+2)2%+ (y—-1)%=10
Navenda baziné: 0'(—-2,1)
Diréjahiya niveskéla baziné: r = V10



= Tébini
Her hevkéseyeke bi awayé x*+ y>+ax+by+c =0

pisti bidestxistina dama tam, dibe bi vi awayi:

+a2+ +bz—az+b2

2 2
1. Heger a:+ %—c = 0 be, hevkése xaleké (—g ,—g)

nisan dike.

2 2
2. Heger a: + b: — ¢ > 0 be, hevkése bazineki ku navenda

" ! a b A . . A A A a2 b2
wi 0" (— 7 E) u diréjahiya niveskéla wi r = 2T ¢

be, nisan dike.

2 2
3. Heger a: + bz — ¢ < 0 be, hevkése komikeke vala nisan
dike.

Minak: Hevkéseya li jér ¢i nisan dike?
x>+ y*+4x—-4y+8=0
a’ b? 16 16
Z+ 7 €= T-l_ T—8=8—8=0
Hevkése xaleke ku kordinatén wé weki li jér nisan dike:
a



5- Hevkéseya gogé di valahiyé de

Gog: Komika xalén valahiyé yén dari xaleke xwecih (Pg)
durahiyeke xwecih e (r).

Em ji (Poy) re dibéjin navenda gogé G ji (r) re dibéjin
diréjahiya niveskéla gogée.

Heger kordinatén navenda gogé Py(xo,¥o ,Zo) bin G
diréjahiya niveskéla wi( r) be.

Di heman demé de, heger P(x,y,z) xalek li ser baziné
gogé be, wé demé hevkéseya gogé bi vi awayi ye:

r=(x—x0)2+ (¥ —y0)2 + (2 2)?
Em her du aliyan dam bikin:

(x—2x0)* + (¥ —y0)* + (z—29)* = 1?

>




» Rewseke taybet

Heger navenda gogé di navenda kordinaté de be, wé demé
hevkéseya wi dibe bi vi awayi:

x2+ y? + z% = r?

Minak: Em hevkéseya gogé ku navenda wi P(1,2,-3) ye

i diréjahiya niveskéla wi r = 4 ¢, bibinin:

Em dizanin ku awayé gisti ji hevkéseya gogé re wiha ye:
(x—x0)°>+ (¥ —¥0)* + (z—29)* = 17

= x-—1%+ (y—2)%>+ (z+3)2= 16
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HINDART

1. Em cihé xalén li jér bi alikariya kordinata hevtik a sé
duraht, bibinin:

A3,2,3) , B(-1,4,3) , €(0,0,4)

2. Em tekez bikin ku ségoseya ABC li gori xalén li jér, di
(€C) de, tik e G pistre riitbera wé bibinin:

A2,-1,3) , B(-4,4,2) , €(-2,5,1)

3. Em tekez bikin ku xalén li jér sergoseyén ségoseya
hemkenar e G rabera wé bibinin:

A4,4,00 , B#,0,4) , ((0,4,4)

4. Em kordinatén niveka parcerasteka MN li gori xalén li
Jér bibinin:

M(_41311) ) N(3;_2:4)

5. Em navend i diréjahiya niveskéla baziné ku hevkéseya
wi bi vi awayi bibinin:

x>+ y>?—2x—6y—15=0

6. Hevkéseya li jér ci nisan dike?

x>+ y*+2x+4y+5=0



7. Heger A(3,-1), B(—1,3), €(2,-3) be, em:

- Durahiya di navbera xala (A4) 0 rasteka BC de bibinin.
- Diréjahiya BC bibinin.

- Riibera ségoseya ABC bibinin.

8. Em hevkéseya gogé ku eskéla wi AB ye li gori xalén li jér
bibinin:

A(-1,5,4) , B(5,1,-2)
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WANE: MATREKS

Pirs: Firosgeheke bazirgani du cureyén caw difirose,
cureyeke bas ku buhaya metreyeke jé 610 lire ye @ cureyeke
pir bas ku buhaya metreyekeé jé 1 980 lire ye.

Heger firotinén vé dikané di rojeké de 15 metre be 0 gisti

buhaya wé 16 000 Iére be, cend metre ji her cureyekeé firot?

.“» / 7! u“i": i

Care:

Heger hejmara metreyén ji cureya bas én hati firotin x be
@i hejmara metreyén ji cureya pir bas én hati firotin y be,
weé demé:

610x +1980y =16 000.......... (2)
Bi carekirina hevbes ji her du hevkéseyan re:
x =10 , y=5

Em ji her du hevkéseyén (1) @ (2) re dibéjin hevkéseyén ji
pileya yekem 0 bi du nenasan x , y

Lé her du hevkése bi hev re bi navé komika hevkéseyén ji
pileya yekem @ bi du nenasan.

Heger em matréksé ji bo nisankirina komika van
hevkéseyan bi kar binin, em wiha dinivisinin:
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610x + 1980y =16 000 .......... 2)

10 1980 [y =160
610 1980! Ly 16 000
Yan ji em wiha binivisinin. A.X =B

Li gori ku:

Az[eio 19180] ’ XZ[;] ’ B:[1610500

Em ji A re dibéjin matréksa gatan.
Em ji X re dibéjin matréksa nenasan.
Em ji B re dibéjin matréksa pékhateyén neguhér.

Me beré ditiye ku matréks komika endamén di tabloyeke
rézkiri de ye, m réz 0 n stun di navbera du kevanén bi vi

awyi: [ ]
Matréks bi sembola A4, B, ... té nisankirin.

m X n pépilka matréksé ye.

Minak 1: Matréksa A = B _41] matrékseke dam e ji
pépilka 2 x 2 ye.

3 2 4
Minak 2: Matréksa B =[5 1 4| matrékseke dam e ji
0o 2 1

pépilka 3 x 3 ye.

2 5

Minak 3: Matréksa € = [(1) 1 -1

2 X 3 ye.

] matrékseke ji pépilka



= Tébini
Matréks piratiki di hinek guhartinén ji pileya yekem G

carekirina sistemeke destnisankiri ji hevkéseyén ji pileya
yekem bi karté.

Di heman demé de, difizik xézkirinén girafiki yén girédayi
kompitoré, istatistik U dibetiyan de, bi kar té.

+ Vajiya matréksé
1. Vajiya matrékseke dam ji pépilka 2 x 2:

Me beré vajiya matrékseke dam ji pépilka 2 x 2 ditiye,
heger A, B du matréksén dam ji pépilka 2 x 2 bin G heger
A.B =B .A=1wédemé:

B bi navé vajiya hevdani ya matréksa A té naskirin 0 4, B
her yek ji wan vajiya hevdani ji ya din re ye ( bi sembola
A1 B 1¢ nisankirin.

= Tébini
Vajiya hevdani ya hinek matréksan tune ye, heger A= 0 be.

Heger 4 = ‘cl Z] matréksek be, wé demé vajiya hevdanti ji

matréksa A re heye heger diyarkera vé matréksé A+ 0 be.
. ~.. A_la b| _ .

Ligori ku: A= |c d| =a.d—b.c

WE demé:

1 —
=35 ]



= Biranin

Heger A+ 0 be, ji matréksé re vajiyeke hevdani heye, wiha
té nisankirin:

1. Em cihén her du endamén di eskéla bingehin de pev
diguherin.

2. Em hémayén her du endamén di eskéla duyem de,
biguherin.

3. Em matréksa derketi hevdani hejmara % bikin.

Minak: Em vajiya hevdani ji matréksa li jér re bibinin:
_[2 4
A=y 3
Em diyarkeré bibinin:

A=ﬁ y:2x3—1x4=6—4=2¢0

L1 _ —2
AlziLi éﬂ: )

3
2
-1
2
2. Vajiya matrékseke dam ji pépilka 3 x 3:

Heger A+ 0 be, ji matréksé re vajiyeke hevdani heye, bi
sembola A~ té nisankirin @ ew ji matrékseke dam e li gori:

A.A1 =1 :Imatréksa yekaniyé ye.



= Tébini
Heger A= 0 be, ji matréksé re vajiya hevdant tune ye.

Minak: Em bibinin ka ji matréksa li jér re vajiya hevdani
heye yan ji na, em bersiva xwe diyar bikin:

3 -1 2
A=|-1 2 1]
1 0 -1
Em diyarkera matréksé bibinin:
3 -1 2
A=([-1 2 1
1 0 -1

a2 1] -1 1 1 2
A_3|0 —1| (1)|1 —1|+2|1 0
A=3(—2-0)+1(1-1)+2(0—2)
A=—-6+0-4=-10=0

Ji ber ku A+ 0 ye, ji matréksé re vajiya hevdani heye.

+ Matréksa faktorén hevjimar(4)

Heger A matrékseke dam ji pépilka 3 x 3 be G diyarkera
wé A be:

A=|Q1 aQz; Qp3

asz1 Qs daszs

ap1 Qaq a13]

Faktora hevjimar ji endama a; re, nirxé bicUktirin
diyarkera beramberi endama a;; ye, ya ku encama jébirina
réz 0 stdna ku dikeve hevbirina endama a;; hevdani (—1)™*/



Her wiha matréksa hevjimaran bi vi awayi ye:

Minak: Em matréksa hevjimarén matréksa A4 bibinin:

3
2
2

azs
ass
a3
ass

Qazs

A=

(_1)1+2
(_1)2+2

(_1)3+2 a

1
2
1

‘123| 143 | 221
-1

ass D azy

‘113| 243 | @11
-1

ass D azy

a13| 3+3 |A11
—1)3*
az3 D az1

Em faktorén hevjimar ji matréksa A re bikin heman:

a;; = (-1
a;; = (—1)1*2
a;z = (-D3
az; = (—1)**1
az; = (—1)%*2
azz = (—1)%*3
az; = (—1)3*1

az; = (—1)3*2

w

N = WIN == o NN =N =DNDN

N

NW NWDMNDN DNMNMWDNWDNDWDNDDNDN

az; |]
aszzl|
a12| |
az, |
ai; |J

Az,



asz = (—1)%*3 |; §| =-1

Matréksa hevjimaran dibe bi vi awayt:

[z -2 1
A=|2 -1 0]
-5 4 -1
= Tébini
+ - +
Hémayén ku hatin dayin weki li jére: [— + —
+ - +

Rahénan: Em matréksa hevjimaran ji matréksa li jér re
bibinin:

2 1 -3
A=(0 4 5]
3 6 7

+ Guhartinén rézi li ser matréksan

Heger matréksek weki li jér hebe, m réz G n stun G bi
kurtasi wiha bé nisankirin:

A=la;] :i€e{1,2,.m}, je{1,2,..n}

ap1 Qg ay, by
a1 Qpz; az, b,
Am1 Am2 e An bm

Em dikarin van guhartinén rézi li ser vé matréksé ¢ékin:

1) Hevguhartina her du rézén i, j G sembola wé jiev e:



RLHR]

2) Hevdana rézeké mina j bi hejmareké mina k#0 G
sembola wé ji bi vi awayi ye:

3) Hevdana rézeké minaj bi hejmareké mina k #0 G
komkirina encamé bi rézai re O di réza R; de,
bicihkirina wé, sembola wé ji bi vi awayi ye:

4) Em dikarin bi rézkirin di navbera réz G stinan de
biguherin.

+= Matréksén hember

Em ji her du matréksén A G B re dibé&jin hember in, heger
matréksek ji wan encama ya din be bi ¢ékirina heyjmareke
bidawi ji guhartinén rézi G bi vi awayi té nivisin: A ~ B

Minak: Di matréksa li jér de:

31 -1 0
A=(2 2 1 1
11 0 3

Bi hevguhartina réza yekem bi ya duyem re R; < R;:

11 0 3
A~12 2 1 1
31 -1 0




Bi pékanina guhartina R; — %Rz — R; liser A:

31 -1 0
1

2 2 1
A~ 0o L 5
2 2
Bi pékanina guhartina 2R3 — R3 li encama jor:
31 -1 0
A~12 2 1 1]
0 0 -1 5
Rahénan: Heger A matréksek be:
1 -1 0
A=12 1 1
3 2 3

- Em guhartina R, — 2R; — R, li ser A ¢ékin.

- Em guhartina R; — R, — R3 li ser A ¢ékin.

+ Matréksa pasvok (4)
1. Em matréksa hevjimaran bibinin.

2. Em bi rézkirina navbera réz G stGnan biguherin, ango
réza yekem dibe stGna yekem G réza duyem dibe stdna
duyem G dawi réza séyem dibe stina séyem.



Minak: Em matréksa pasvok ji matréksa li jér re bibinin:

o -1 1
A=]1 2 4
2 3 8

Em matréksa hevjimaran bibinin:

o ol g ol )
N e ¥ R

|(-1)3+1 —21 1| (—1)3+2 |(1) 1| (_1)3+3|(1) —21“
B 4 0 -1
A=(11 -2 —2]

-6 1 1

Em bi rézkirina navbera réz G stiinan biguherin:

(4 11 -6
a=|0 -2 1]
-1 -2 1

+ Rébaza ditina vajiya matréksa A ya ji pépilka 3 x 3
1. Em diyarkera matréksa A bibinin, bi tébiniya ku A+ 0
2. Em matréksa hevjimaran A bibinin.
3. Em matréksa pasvok 4 bibinin.

4. Em vajiya matréksé A~1 li gori tékiliya li jér bibinin:



1

A l=—xA4
A
Minak: Em vajiya matréksa li jér bibinin:
2 -1 3
A=1|4 3 5]
1 4 0

Em diyarkera matréksé bibinin:

2 -1 3
4 3 5
1 4 0

A=2(0—20)+ (0 —5) + 3(16 — 3)
A=-40—-5+39=-6%0

4 3

A= 1 4

:2|i 3 —(—1)? g|+3

Vajiya hevdani ji matréksa A re heye.

Em matréksa faktorén hevjimar bibinin:

- |3 5 _|4 5 |4 3|-
4 0 1 0o l1 4
Z=:_4—1 31 12 3] |2 —1|
4 o 1 0 1 4
|—1 3 _|2 3| |2 —1|
L 13 5 4 51 la 31
_ [-20 5 13
A=|12 -3 —9]
—14 2 10

Em matréksa pasvok bibinin:

_[-20 12 -14
A=|5 -3 2
13 -9 10




A‘l—le
A
1 [-20 12 -14
A_1=—6Xl 5 -3 2
13 -9 10
20 , 14
6 6
PR e
6 6 6
13 9 -10
6
10 , 7
3 3
a1 -5 1 -1
6 2 3
-13 3 -5
2 3.

Rahénan: Em vajiya hevdani ji matréksa li jér re bibinin:

o -1 1
B=]1 2 4
2 3 8




% Carekirina hevkéseyén ji pileya yekem bi alikariya
vajiya hevdant ji matrékseé re

Em dikarin n hevkés e ku n nenas digire care bikin, jé re
careyeke tené heye bi alikariya vajiya matréksé dema ku
n = 2 yan jin = 3 be. (Du hevkéseyén bi du nenasan an ji
s€ hevkése bi sé nenasan)

Heger hevkése ev bin:
ax+biyy+ciz=d,
a,x + b,y + cz = d,
azx + b3y + c3z = dj
Em hevkéseya matréksi binivisinin:
AX=B=X=A4"1.B

Minak: Em komika hevkéseyén li jér bi alikariya vajiya
matréksé care bikin:

4x+y=0.......... (1)
x+2z=15.......... (2)
y—7z=0.......... 3)
Hevkéseya matréksé: A.X = B
4 1 0 x 0
A=(1 0 2 , X= [y , B=]15
o 1 -7 z 0
Em diyarkera matréksa A bibinin:
4 1 0
A=1 0 2|=40-2)-1(-7-0)=-1=+#0
o 1 -7

Vajiya hevdanti ji matréksa A re heye.



Em matréksa hevjimaran bibinin:

|0 _|0 —7| |0 (1)_
1= _|1 0 |4- _07| _|4- 1
10 _|4 0o 4 1
0 2 1 0
2 71
A=|7 -28 -4
| 2 -8 -1
Em matréksa pasvok bibinin:
-2 7 2
A=|7 -28 —8]
1 -4 -1

Em vajiya matréksa A bibinin:

A‘l—lxﬁ
A
1[-2 7 2 2 -7 -2
At=— |7 -28 -8|=|-7 28 8
1 -4 -1 -1 4 1

Weédemé: X=A4"1.B

X -7 -2 105
7 28 ] [15] [480

y
z

Ango: Komika careyén komika hevkéseyan ev in:

x =-105 , y=480 , z=60



Rahénan: Em komika hevkéseyén li jér bi alikariya vajiya
matréksé care bikin:

2x—3y—z=9.......... (1)
x+2y+3z=15.......... (2)
x—2z=12 .......... A3)

% Naskirina sasitiyé

Dilo hevkéseyeke matréksi nivisi, ji bo diyarkirina buhayén
du seyranan ji bajaré (Q) heta bajaré (S) G (D) ji bo buhaya
seyrané ¢in 0 hatin bi kar ani G sembola y ji bo buhaya
seyrané di aliyeki tené de, bi kar ani:

ol [y] =[5
Vajiya hevdani dit:

-1 1 _
[; ;] 4 [—22 31]
Pistre nirxén D , y dit:

bl- 21

61] _ [34
1541 ™ l10

FY RN

Ango: Buhaya seyrané ¢in O hatin D = 34 |é buhaya
seyrané ¢cintené y = 10
Dema ku Dilo saxkolin ¢ékir dit ku nirxén ku bi dest xistiye

hevkéseya resen pék nayéne, gelo di bikaraninén ku Dilo
cékirin sasiti kani?



HINDARI
1. Heger A matréksek be:

1 0 3
A=|-3 1 4
4 2 2

- Em guhartina R, + 3R; — R, li ser A ¢ékin.

- Em guhartina R; — 2R, — R3 li ser matréksa derketi
cékin.

- Em guhartina 2R3 — R3 cékin.

2. Heger A matréksek be:

31 -1 0
A=12 2 1 2
1 1 0 3

Em matréksa hember jé re bibinin.

3. Em vajiya hevdant ji matréksé re bibinin:

1 3 0
B=OlO]

0 01

4. Em komika hevkéseyén li jér bi alikariya vajiya matrékseé
bibinin:






BESA SESEM: DI VALAHIYE DE TiR

1. DI TEQALEYE DE TIR
2. DI VALAHIYE DE TIR
3. DI VALAHIYE DE TEQALE
4. DI VALAHIYE DE RASTEK
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WANEYA YEKEM: DI TEQALEYE DE TIR

Me beré tir nas kiriye G gotiye ku tir parcgerastekeke tirkiri
ye 0 bi sembola AB yan ji u té nisankirin.

A B

&l

« Endamén tiré
1. Xala (A) destpéka tiré ye 0 xala (B) dawiya tiré ye.
2. Diréjahiya tiré: Diréjahiya parcerasteka AB ye U bi

sembola |ﬁ| té nisankirin.

3. Régeha tiré: Her rastekeke rasténhevi tira AB ye, mina
rasteka AB ya bi navé rahisteké té naskirin.

= Rewsén taybet

1. Heger her du xalén A , B yeksaneyi bin, em tira sifiri bi
dest dixin G bi sembola O nisan dikin, diréjahiya wé (0) ye
i rahistekeke destnisankiri jé re tune ye.

2. Tirén hevdij: Her du tirén heman diréjahi G heman régeh
1€ bi du aliyén hevdij in @ bi vi awayi tén nisankirin:

4B = —BA
A B

-
=




3. Tirén rasténhev: Her du tirén ku rahistekén wan
rasténhev in G bi vi awayi tén nisankirin:

u//v

+
+

*

YV

+= Bikaraninén li ser tiran di tegaleyé de

+» Komkirina du tiran

Heger 1 , ¥ du tir bin, em komkiriné bi sembola u + v
nisan dikin @ bi du rébazan bi dest dixin:

1. Rébaza Saslés (Tirén lipeyhev):

AB + BC = AC

Ango: Komkirina du tirén lipeyhev, tireke ku destpéka wé
destpéka tira yekem e U dawiya wé dawiya tira duyem e.




2. Rébaza eskéla kenarén rasténhev (Tirén heman navend):

AB + AC= AD

Komkirina du tirén heman destpéké, tireke ku destpéka wé
navenda hevbes a her du tiran e @i dawiya wé sergoseya
carem a kenarén rasténhev a li ser her du kenaran hatiye
Gékirin.

2- Derxistina du tiran

Em bikaranina derxistiné bikin komkirina hevdij, em tira
yekem komt dija tira duyem bikin:

- T =+ (-7

Em dikarin her du rébazén komkiriné di bikaranina
derxistiné de, bi kar binin.

N DA v B
— ——

=1

C




= Tébint li ser komkirin G derxistiné

1. Em komkirina du tiran li ser gelek tiran gisti bikin.

Ango: Encama komkirina gelek tiran, tireke ku destpéka wé
destpéka tira yekem e G dawiya wé dawiya tira dawi ye:

AB+ BC+ CD = AD

=
®

2. Heger u + v = w be, wé demé:

vanjl. v=w-1u

<l

— —
u= w —

3.Jiboséxalan4 , B, C

CA+ AB=CB = AB=(CB—- (CA

3- Hevdana tireké bi hejmareke rast

Hevdana tira 1 # 0 bi hejmareke rast k + 0 tirek e O bi
sembola k . u té nisankirin.

e U0 0 k+0 = ki #0 = ku//u
e Heger k > 0 be, wé demé u , ku di heman ali de ne.

—

e Heger k < 0 be, wé demé u , ku di aliyén hevdij de
ne.
o |k.ul= |k|.|ul



aU+vV)=a.u+a.v

Minak: Em teseyén li jér bibinin:

—

(a+b)u=a.u+b.u

W=0 yanu=20 yanjTk=0



Minak: Heger u,v dutirbind |u| =3 , |v| =5 be, em
diréjahiya her du tiran bibinin:

o1

C=§§’+31_7’—101_7’ , @ = 2u — 41
w=2u—4u=2-dYu= -2u
|6l = |-2%U|= |-2|.[1d|=2 x3=6
?—1*+3* 10*—(1+3 10)*— 3 5
—517 v v = 5 v = 5 v
|f| | 34 _,| | 34, _, 34 5 = 34

= |—— = |- —1 . = — X =

5 U 5| V1= 3

A1 A = A

AAAAA

tirek encama ya din be bi hevdana wé bi hejmareke rast.
Ango: Heger k € R hat ditin, wé demé:

u=k.v vyanji v=k.u

= Encam

AAAAA

A" .A = A

A_"1 .~ - A

ne.

4. Heger u , v xéziki ne girédayf bin, wé demé her du tir ne
rasténhev in.



5. Heger A, B, C sé xal bin O du tir ji tirén ku bi van xalan

AAA

li ser heman rasteké ne U ev xal sergoseyén ségoseyé cénakin.

Lé heger her du tir xéziki ne girédayt bin, wé demé xalén
A, B, C sergoseyén ségoseyé cédikin.

Minak: Heger BAC di A de ségoseyeke tik be i I nivé AB
be 0 J hemaliyé C ligori A be 0 K xaleke ku BK = %BC

A

Em tekez bikinku I, J G K liser heman rasteké ne.

Caresert: J

Ji bo tekezkiring, divé em tekez bikin ku Ij o TK bi hev
ve girédayi ne.

Li gori Sasles, Ti =IA + Zi = —%ﬁ —AC 1)

1K =IB + EI?’:%AB +%Bc

=—-AB+—(AC-AB)=—AB+—AC  (2)

Li vir té ditin ku Tf =—31K ye, li gori vé; her du tirén
I—j 0 TK bihev ve girédayi ne.



5- Goseya di navbera du tiran de

Heger u, vV du tir bin, wé demé goseya di navbera wan de

P s d

goseyeke tirkiri ye @i bi sembola (i 7, v) = 0 té nisankirin.
Em ji u re dibéjin kenaré destpékeé G ji v re dibéjin kenaré
dawiyé.

Heger u bi aliyé pozitiv bizivire ji bo cara yekem li ser v
bisekine ( goseyeke ku pivana wé (0) be nisan bike i pistre
u dewreyeke tam ziviri ji bo li ser ¥ careke din bisekine, wé
demé goseyeke ku pivana wé (0 + 2m) be nisan bike G hwd.

Lé heger u bi aliyé nigetiv ziviri (0 cara yekem li ser v sekinf,
wé demé goseyeke ku pivana wé (@ — 2m) nisan dike.

= Encam

Ji goseya tirkiri re hejmareke bédawi ji pivanan heye 1 bi

AAAAAA

0+2nk : k€Z



= Tébini
1. Heger U, v li ser heman rahisteké bin & bi heman ali bin,
wé demé: 0 = 0

60=0

2. Heger U, v li ser heman rahisteké bin @ aliyén hevdij bin,
wédemé: 0 =m

——l —

vV u

i o
iEmEm ama E BN =

O=T
6- Teqaleya kordinati O kordinata levhati

Komikeke kordinati heye ku tewareyén wé x'x , y'y bin:

y

Y

y
Em ji tira 7 re dibéjin tira mené li ser tewareya x’'x

Em ji tira j re dibéjin tira mené li ser tewareya y'y
Ligoriku: |7]= |j] =1

Di heman demé de: (I 7 ) = g



Di vé rewsé de, em ji tegaleyé re dibéjin kordinata levhati
ye O bi sembola (0,7,)) té nisankirin.

Heger u tirek di vé teqaleyé de be 0 04 = 1 be G cotén
rézkiri yén A bibe (x,y)

Heger A, , A, éxistinén xala A li ser tewareyan be, wé demé:

1= 04 = 04, + 04,

Ji ber ku |044] =x , |i| =1 ye, wé demé OA, , T li ser
heman rahisteké ne = 04, = x1

Ji ber ku |04, =y , |j| =1 ye, wé demé 0A, , j li ser
heman rahisteké ne = 04, = yj

Emdibininku: W= 04d= xi+ yj

Ev raveyeke analizi ye ji tira u re G em dikarin bi awayeki
kurt binivisinin: U (x,y)

Em ji OA re dibéjin tira navendé ji xala A re

= Encam
1.Hegeru = x4 i+ y,7 , V= x,1+ y,Jjbe, wé demé:
U+ V= (x1+ x)T+ Y1+ ¥2)J
2.Hegeru =xi+yj : a€ R be, wé demé:
a.u=(a.x)i+ (a.y)j
3. Goseya tira u bi tewareya x'x re, tewareya tirkirf ye:

(@ w= (i 04)



4. Goseya tira u bi tewareya y'y re, tewareya tirkirf ye:
G 1) = (F T 04)

4

5. Heger (T, u) = 0 be, wé demé: (j,u) = >~ 0

6. Heger A(x,4,y4), B(xg,yp) du xal bin, wé demé:

AB = (x5 — x,)i+ (Ve — Ya)J
Ew ji raveyeke analizi ji tiré re di tegaleyé de ye.

OA+ AB = OB

AB = OB — 0OA
AB = (xgT + yg)) — (X4l + ya))

AB = (xg — x,)I+ (yg — ya)j

y




Minak: Heger A(2,3), B(—1,5) du xal bin, em raveya
analizi ji tira AB re bibinin:
AB = (xg — x4)T+ (yp — ya)J
—= AB = (-1-2)i+ (5-3)]
= AB = —3i+2j
= AB(-3,2)
Em ji (=3, 2) re dibéjin pékhateyén tiré.

7- Hevdana xali ji du tiran re

—

Heger (u ;" ¥) = 6 be, wé demé hevdana xali ji her du
tirén u,v re, hejmareke rast e O bi sembola u.v té
nisankirin G tékiliya weé bi vi awayi ye:

—

u.v = |ul.|v|.cos ()

Minak: Em AB . AC bibinin: A 5 B
120°

C

AB .AC = |AB|.|AC|.cos (8)
5 x4 X cos (120)°

= 20 X cos (180 — 60)
= —20 X cos (60)°

20 !
= — X —
2

=-10



= Encam

1) v.u= |v|.|u|.cos(—0) = u.v

T

2) Heger u L v be, wé demé: (U " v) = §+ mk

= u.v=0
3) Vaji: Heger u.v = 0 be, wé demé: u 1L v

4) Ji tékiliya u.v = |u|.|v|.cos (8) em dibinin ku:

u.v
cos () = =——
lul . [v]
5) Dema ku u .1 be, wé demé:
W= = = if=1, P=|jP=1

6) i.j=7.i=0

Minak: Heger u, v dutirbin(|u| =2, [¥v|=30u.v=3
be, em pivana goseya (0) ya di navbera wan de bibinin:
v 3 3+3 1

. (4
— = = = =— = 0 =—
Jvl 2x3 6 +3 2 3

—

u
|l

cos (0) =



8- Raveyén analizi

1. Raveya analizi ji hevdana xali re di teqaleyé de

Di kordinata levhati de (0,7,)) her du tirén li jér hene:
U= x 0+ y1J , V=2x0+Yy]

WE demeé:

=T+ y1)).(x2T + y2))

&l

=21 . % U4 ¥1.Y2)7 + (1. ¥2+ y1.%)0.]

— ﬁ)'l_]): X1 .X2 + Y1.-Y2

Minak: Heger u (2,3),v (1,4) be, em u . v bibinin:
ﬁ)’l_;: X1 .X2 + Y1-}’2=1 X24+4x3=2+12=14

2. Raveya analizi ji yeksaniya du tiran re
Hegeru = x; i+ y1J , V= x,1l+ y,jbe, wédemé:

—’-)_—'-) _ _
U=V &S X1=X2 , V1=

= Rewseke taybet

_ﬁ=6@x1=0, y1=0

171



3. Raveya analizi ji girédana xéziki re
Di kordinata levhati (0, 7,)) de her du tirén li jér hene:
U= x11+y1] , V= X0+ Y]

Heger k # 0 , u = k. be, wé demé:

(X1 T+ y1))=k.(x20+ y2])

= x1=k.x; , yi=k.y,

S k.xy.(y1) = x1.(k.yz)
Raveya analizi ji girédana xéziki re:
X1.Y2— X2.y1=0

Minak: Heger u(—1,4), 1_7’(%, —2) du tir bin, em tekez bikin

AAAAA

AAAAA

= Encam
1. Heger U = x; [+ y, J tirek be, wé demé:
U.u= x1.X1+ y1.51
Lé: |u)|? = u?
=12 _ .2 2 = ]
= [Ul* = %+ y1* = [l = Vx® + 42

2.Hegeru = x; 0+ y1jJ , V= x30+ y,jdutirbind

— —

cos(0) = Iﬁlll.lljﬁl be, em dibinin ku:
Xq1.Xy + :
cos(0) = 1-X2 T Y1.)2

\/3‘1Z + ¥1% X \/3'522 + ¥2?



— A —>

Minak: Heger u (3,—1),7 (—2,4) du tir bin 0 (W v) =0
be, em cos(0) bibinin:

X1.-X2+ Y1.Y2

cos(0) = VX2 + y1% X (Jx2 + y,?
3 x(-D+ (-1 x4
T VO+1xViti6
_ —6—4
V10 x V20
_ —-10 _ —1
C10v2 V2

= Agahi

Em dizanin ku kar yeksani héz hevdani veguhestiné G em
dizanin ku kar enerji ye G ji ber ku enerji bi gasiyeke
hejmari té sirovekirin, em dikarin hevdana hézé bi
veguhestiné bi navé hevdana xali ji her du tirén héz G
veguhestiné nas bikin, wé demé hevdana wan hejmareke
raste.



HINDART

1. Em teseya li jér bibinin:

- Em encamén bikaraninén li jér bibinin:

DA.DC , AB.AD
- Heger N éxistina C li ser kenara AB be, em encamén
bikaraninén li jér bibinin:

DC.CB , CN.NB , CN.CB

2. Heger u (2,—1),v (1,1) du tir bin 0 (@’ v) = 0 be, em
cos(0) bibinin,

3. Em tekez bikin ku her sé xalén li jér sergoseyén
ségoseyeke ne:

A2,5) , B4,-1) , (€(-3,3)

4. Heger hevdana xali ji her du tirén u, v re yeksani 14 be {
heger |[u| =4 , |v| = 7 be, em pivana goseya (U’ V) = 0
bibinin.



WANEYA DUYEM: DI VALAHIYE DE TIR

Me beré nas kiriye ku du cureyén gasiyan hene: Qasiyén
hejmart G gasiyén tir1 di tegaleya du duraht de.
Niha em é qasiyén tiri di valahiyé (sé duraht) de nas bikin.
1- Pénase
e Tir: Me beré tir nas kiriye  gotiye ku parcerastekeke
tirkiri ye, diréjhahiyek G aliyeki destnisankiri jé re
hey A B

u

Bi sembola AB yan ji i té nisankirin.
Di vé waneyé de em € tira di valahiyé de nas bikin.

e Tira mené: Tira ku diréjahiya wé yeksani mena
diréjahiyé ye.

e Tira mena bingehin: Parcerastekeke tirkiri vye,
destpéka wé xala destpéka tiré ye, diréjahiya wé
yeksani mena diréjahiyé ye G aliyé wé aliyé pozitiv é
tewareyén x'x, y'y, z'z ye.

Heger x'0x, y' 0y, z' 0z sé tewareyén di xala (0) de hevbirl
bin 0 di heman teqaleyé de bin O heger tirén Z,7, k li ser van
tewareyan bin li gorf ku: f

e

ITI=171=|k|=1

X

Weé demé em ji tirén i,7, k re dibéjin tirén mena bingehin G
em ji (0,7,f,k) re dibgjin komika cotén rézkirf ya réxistini

yan ji kordinata levhati.



e Séyineyén rézkiri yén xaleké di valahiyé de

Heger (0,,7,k) kordinateke levhati be 0 (M) xalek ji
valahiyé be, wé demé bi (x, y, z) té nisankirin.

Em dibinin ku:
OM, =x
OM; =y
OM3; =z

Em ji tira OM re dibéjin tira navendé ji xala (M) re.
= OM = xT + yj + zk
Bi awayeki kurt wiha té nivisin:
ﬁ—ﬁ(x ,V,Z)

Li gori ku em dibinin ku OM eskéla pirizmayeke milkésé ku
durahiyén wé x, y, z bin, wé demé diréjahiya wé oM ye:

|OM| = /x2 + y2 + 22
Li gori régeza durahiya di navbera du xalan de.

Di heman demé de, em dibinin ku:



1((1,0,0)=]i|=1
Jj(0,1,0)=[jl=1
k(0,0,1) = |k|=1

Minak: Heger A(2,—1,3), B(0,4,—3) be, em diréjahiyén
04, 0B bibinin:

04| =V (2)2+ (-1)2+(3)2 =V4+1+9 =14

|0B| =v(0)2+ (4)2+ (3)2 =V16 +9=V25 =5
2- Bikaraninén li ser tiran di valahiyé de

% Komkirina tiran di valahiyé de

Hegel’ ﬁ) = x12+ YJ+ 21E , T_j = xzi)‘l‘ yzj)+ Zzz du ftir
bin di valahiyé de, wé demé:

U+T = (1 +x)T+ (g +y2)j + (21 + 22)k
Minak: Heger u(4,—4,0) , ¥(—1,5,2) du tir bin em
U + v bibinin:

U+T=@A—-1)i+(—4+5)j+ 0 +2)k
U+v=30+j+2k
*  Taybetiyén komkiriné
Heger u,v,w € R3 bin, wé demé:
e Komkirina tiran bikaranineke hundirin e:
u+v €eR3
e Komkirina tiran bikaranineke hevguhér e:

u+v=v+u



e Komkirina tiran bikaranineke yekgirti ye:
U+V)+w=u+ @+ w)
e Tira sifiri li gori komkiriné endamé bébandor e:

—

Uu+0=0+u=1u
e Hevbera tira u li gori komkiriné dija —u ye li gorf ku:
Uu+(—u)=—-1u+u=0
= Tébini
Derxistina du tiran, komkirina tira yekem bi hevdija tira
duyem e:

— V=1 + (=)

&l

+» Hevdana tireké bi hejmareke rast
Heger u(x,y,z) € R3 bin G heger k € R be, wé demé:
ku = (kx ,ky ,kz)

Minak: Dema hevdana hejmara (3) bitirau(2,—-1,4),em
dibinin ku:

3u=3x%x2,3x(-1),3x4)
=(6,-3,12)

% Taybetiyén hevdana tireké bi hejmareke rast
Heger u,v € R3 bin 0 heger a,b € R bin, wé demé:
1. Taybetiya belavkiriné: a(i + v) = au + av

2. Taybetiya tevlihevkiriné: a(bu) = b(au) = (ab)u



Minak: Heger u(-1,5,3), v(4,—1,3) du tir bin, wé
demé:

2u—3v=2(-1,5,3)-3(4,-1,3)
=(-2,10,6) - (12,-3,9)
=(-2,10,6) + (—-12,3,-9)
=(—14,13,-3)

Rahénan: Heger u(2,-3,1) , v(0,2,—2) du tir bin:
1. Em 5u — 2% bibinin.

2. Heger 3w — 4V = U be, em tira w i pistre |w| bibinin.
3- Yeksaniya du tiran di valahiyé de

Heger u(xq,y1,21), V(x2, Y2, 2,) be, wé demé:

—

.
U=VS X =X2,Y1=Y2,21 =2

Minak: Emnirxé a, b, c yé ku her du tirén li jér dike yeksan
bibinin:
v(5,1,c%) , u(a—4, b*-3,1)
Jiberkuu=7v =
a—-4=5=a=9
b’2-3=1= b’ =4=b=42
cc=1=c=+1

4- Raveya analizi ji tireké re di valahiyé de
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Heger A , B du xal di valahiyé de bin 0 04 , OB ji wan re
du tirén navendé bin, wé demé:

OA+ AB=0B = AB=0B—-04

AB = (xgi + ygj + zgk) — (x4T + y4f + 24K)
AB = (xgi + ygj + zgk) + (X471 — y4f — 24K)
AB = (xg —x)i+ (yp—y)i + (zg —za) k

Ango: Raveya analizi ji tira AB re di valahiyé de, bi vé
tékiliyé ye:

AB = (xp —x )T+ (g —Ya)J + (Zp — 24) k

z

Minak: Heger A(—-2,3,1), B(4,0,4) du xal bin di
valahiyé de, wé demé:

AB = (xp —x)T+ (yp -y + (zg — 22) k
AB=(4+2)@+(0-3)j+2 -1k
AB=6i—-3j+k

Bi kurtahi wiha té nivisin: AB(6 ,—3,1)

Rahénan: Heger N(1,4,—-1),M(2,—3,0) du xal bin, em

MN bibinin

5- Raveya analizi ji hevdana xali re di valahiyé de



Heger U = x40+ y4j + 21k , B = x,0 + y,] + 2,k du tir
bin, wé demé raveya analizi ji hevdana wan a xali re:
u.v= |ul.|v|l.cos(u,v)
=X1 X2t Y1Y2t+ Z1 23
Demakuu # 0 , v # 0 wé demé:
ULlVSx X+ y1Y2+ 212, =0

uv

[ul. |

Em dibinin ku: cos (u,v) = =
_ X1 X2+ Y1 .Y2+21 2
\/3612‘|‘3’12+Z12 x\/x22+y22+222

Minak: Heger her du tirén li jér hebin:

U=20—j—2k , D=41—4j+2k

1. Em u. ¥ bibinin 0 pistre bibinin ka 1 1 v yan na?

2. Heger (U} v) = 0 be, em cos(0)

Care:

1) U v=x1x+ y1Y2+ 21 2,
=2X4+(-1D)(-4)+(-2)x2=8+8—-4=12

Her du tir ne hevtik in.

2) [U|=v4+1+4=3 , [¥|=V16+16+4=6

o - iy 12 12 2
O = W " 3x6 18 3

Rahénan: Em tekez bikin ku her du tirén li jér hevtik in:
U=2i+j+k , 9=—i+j+k

6- Raveya analizi ji hevdana tiri di valahiyé de



Heger u,v du tir bin 0 (u; v) = 0 be li gori ku:
O0+#km:kel

Hevdana tiri ji her du tirén u, v re, tireke séyem e w @ bi
sembola u A U té nisankirin @ bi awayé @ = u A U té nivisin.

Endamén w:

1. Rahisteka wé rastekeke li ser teqaleya her du tirén u ,v
tik e.

2. Aliyé wé li gori régeza tiliyén desté rasté té nisankirin.

3. Diréjahiya weé:

[u A V| = [U]. V] |sind]

—
W

= Encam

e UANU=0

e UNV+W)=UAV+UAW

o (xUWABY) = (x B(UAD)

e Heger heri kém yek ji her du tirén u , v tireke sifiri be,
wé demé: W = U AT =0



e Heger u#0 ,v+0 0
demé: sin =0 = U AT =0

e Emji tistén derbasbiiyé encamé digirin ku u , v xéziki
girédayi ne 0 ev té wateya ku:i AD = 0

—

e Hegeru AV =wbe, weédemé: vAU = —w

e Diréjahiya hevdana tir1 ji du tirén xéziki ne girédayi
yeksani rdbera kenarén rasténhev én li ser her du
tirén ji xaleké xézikiri,

Ji tese em dibinin ku: AW

u,
B
. CN .
sin(mr —0) = D= CN =CD.|sin(mT — 0)|
= CD. |sin 0|

= U.|sin 0|

Heger S rlbera kenarén rasténhev be:



S =AD.CN = [u].|v| |sin6|

S =uAv| = |dl.|v||sinb|

e Riibera ségoseya ABD yeksani nivé rlbera kenarén
rasténhev én derbasbiyi: S(ABD) = %Lﬁ AAD|

Minak: Em bi xézkiriné AC A AB bibinin li gori ku:
. ., . 2
|AC| =6 , |AB|=8 , (ACfAB)=?n

Pistre riibera kenarén rasténhev én li ser her du tirén AB (
AC xézkiri encamé bigirin.

Care:

AC N AB=|AC|.|AB|. |sin0)|

. T
=6X 8 X |sm§|

............

V3 i
T
=48><|sin§| =48><7:24\/§

S = |AC AAB| = 243
Niha em raveya analizi ji hevdana tiri re nas bikin:

Heger ﬁ=x1i+ ylj‘l‘ Zlk , B=x2i>+y2]_’+ sz du tir
bin, wé demé raveya analizi ji hevdana wan a tiri re:
i J k
UAV =Xy Y1 73
X2 Y2 2y

Minak: Heger her du tirén li jér hebin:



U=2i+j+k D=—-41+3j+k
Em tira u A v bibinin O rGbera kenarén rasténhev a li ser
her du tiran xézkiri bibinin:

T TR 1. g2 1. 12 1~
uAv=1\2 1 1 =|3 11— _4 1]+|_4 3|k
—4 3 1

UANT=(1-3)—(2+4)]+ (6+4)k=—-27—6]+ 10k

Heger S rlbera kenarén rasténhev én li ser her du tiran
xézkiri be:

S=uAD| =(-2)? + (—6)% + (10)2 = V140 = 2V35

Rahénan:

1) Em riibera ségoseya li ser her du tirén li jér xézkiri
bibinin:

u=2i+4 -k , ©D=3i—-j+k
2)Heger A(3,2,—4), B(5,4,—6), €(9,8,—10) sé xal bin
Em raveya analizi ji tira AB A BC bibinin. Em ¢i encamé
digirin?
= Agahi

Em dizanin ku torka hézé yeksani zend hevdani hézé 0 ji
ber ku pédiviya torké bi nisankirina aliyé heye, wé demé
tork gasiyeke tiri ye, ji ber vé tork hevdana tiri ji her du
tirén ku zend O hézé destnisan dike i encam tirek e.

HINDART



1. Heger ligori A € R be, u,v du tir bin:

= 47— A+ 2k

<

u=-3i+2j—4k
Em nirxé A bibinin jibo kuu L v be
2. Heger A(1,2,-3), B(2,—1,0), €(3,6,5) sé xal bin:
- Em tekez bikin ku her sé xal li ser heman rasteké ne.

- Em raveya analizi ji tira AB L AC bibinin { pistre riibera
ségoseya ABC bibinin.

3. Ligada Newrozé ji bo ku em ala QSD bi awayé tik di erdé
de bigikinin, em & du rastekén hevbirin li ser erdé xéz bikin
ku qoseya wan 30 pile be.

Em li teseya li jér binérin @ riibera ségoseya ABC bibinin:

4. Di kordinata levhati (0, 1,7, k) de, heger 4, B, C s xal bin:
A2,6,1), B(0,3,—-1), (€(-20,2)

ABC ségose ye yan na?

WANEYA SEYEM: DI VALAHIYE DE TEQALE



Em é di vé waneyé de, féri awayén cuda ji hevkéseyén
tegaleyi di valahiyé de, bibin ji ber ku di endeziyarf, tesmim
0 pékaninén zanista valahiyé de geleki giring e.

% Teqale ii rébazén destnisankirina wé

e Tegale ruyeki hilG G bé sinor e, heger rastekek pé re
hevbes di bétiri xaleké de, yeksaneyi wé be. (Ango di
her xaleke rasteké de, hevbes bin.)

>
/A,B/

e Teqale bi gelek rébazan destnisan dibe:

P

1. Bi du rastekén hevbirin.
2. Bi du rastekén rasténhev.
3. Bi rastekeké 0 xaleke derveyi wé.

4. Bi sé xalén ne li ser heman rasteké.

[0 ]
[~ [ =]




e Em ji tira AB re dibgjin li ser teqaleya P tik e, heger
rasteka AB li ser vé teqaleyé tik be.

B

(i)

1- Hevkéseya teqaleya di xaleke naskiri re dice i li ser tireke
naskirt tik be.

= —p N
~_‘='

Heger My(xq, 0, Zo) Xaleke naskiri be ku tegaleya P ya li
ser tira7 (a, b, ¢) tik, té re derbas bibe  heger M(x, y, z) di
vé teqaleyé de xaleke guhér be, wé demé vé tékiliyé pék tine:

_—

nl MM
= W.M M =0
= W.(OM — OM,) =0
= n.OM-71.0M;=0

= (a,b,c)(x,y,z) — (a,b,c)(xy,y0,Z9) = 0

= ax+ by +cz—axy—byy—czy3=0



= ax—x9) +b(y—yp) +c(z—25) =0
= ax —axg+by—byyg+cz—czy; =0
= ax+ by +cz— (axy+ byyg+czy) =0
Em gaseya li jér wiha sembol bikin:
—(axy + byy +czy) =d
= ax+by+cz+d=0
Ev hevkéseya dikarti ji teqaleya P re ye li gori ku:
(a,b,c) #(0,0,0)

= Teori

Her hevkéseyeke bi awayé ax + by + cz + d = 0 li gori ku
(a,b,c) # (0,0,0) be, teqaleyeke di valahiyé de, pénase
dike ku tira 7 (a, b, c) li ser wé tik be.

Lé hevkéseya teqaleya ku di xala My(xq, Yo, 2o) re dice U i
ser tiram (a, b, ¢) tik be, wiha ye:

a(x —xg) +b(y —yo) tc(z—20) =0

Minak: Hevkéseya teqaleya ku di xala A(2,5,—1) re dice G
tiram (2, —3,1) li ser wé tik be wiha ye:

a(x—x9) +b(y—yo) +c(z—25) =0
26—2)-3(y—5)+1(z+1) =0
2x—4-3y+15+2+1=0
2x—-3y+z+12=0

%+ Rewsén taybet ji hevkéseya teqaleyé re



1. Teqgaleya ku di navenda 0(0, 0, 0) re dice:

>
>

)

5

N
~
\\
N
AY
N

y

/

Kordinatén navendé hevkéseya li jér pék tinin:
a(x —x9) + b(y —yo) +c(z—20) =0
Em xala 0(0, 0, 0) di hevkéseyé de bi cih bikin:
ax+by+cz=0
2. Teqaleya rasténhevi tewareya z'z:

Z

Teqaleya ku hevkéseya we bi vi awayi ye:
ax+by+cz+d=0

rasténhevi tewareya z'z
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Heger tira li ser wé tik 7 (a, b, c) li ser tira mené k (0,0, 1)
tik be, ango ¢ = 0 be, wé demé hevkése dibe bi vi awayi:

ax+by+d=0

Em dibinin ku nenasa z di hevkéseyé de tune ye.

3. Teqgaleya rasténhevi tewareya y'y: .

h

AT

/0 -

X

Bi heman rébazé em dibinin ku b = 0 wé demé hevkése dibe
biviawayl: ax+cz+d=0

Em dibinin ku nenasa y di hevkéseyé de tune ye.

4. Teqaleya rasténhevi tewareya x'x:

z
/% >
X

Bi heman rébazé em dibinin ku a = 0 wé demé hevkése dibe
bi vi awayi: by+cz+d =0

Em dibinin ku nenasa x di hevkéseyé de tune ye.



=

2- Hevkeéseya teqaleya ku di xaleke naskiri re dige
rasténhevi du tirén naskiri ye

Z
—
HAY

Heger P teqgaleyeke rasténhevi her du tirén xéziki ne
girédayi u,v be (0 heger 7 li ser u, ¥ tik be i pistre 7 (0 u"v
x€ziki girédayt bin, wé demé: n=uAv

Rews vedigere rewsa yeké ya ku me giftgo Kiriye.

Heger My(xg, Yo, Z9) Xalxeke naskiri be 0 u (xq,y4,24) O
U (x5,Y2,2,) du tirén xéziki ne girédayi bin U ji bo ditina
teqaleya P ya di M, re derbas dibe G rasténhevi her du tirén
U ,V, em hevkéseya teqaleya ku di M, re dice O li ser
n = U A tik binivisinin:

Heger M(x, y, z) xaleke guhér be, wé demé:

MoM.(i A D) =0

i1 ] k
L& % AD=|yx J 2= Y1 Z1|_ex1 Z1| - |%1 }’1|
) 1 V1 4 Y2 2 Xy Zp X2 Y2
X2 Y2 2y

MoM = (x — x)T + (¥ — yo)j + (z — Zo)k

W.(ﬁﬁ):(x—xo)g; 2|—(y—yo>|2 2|+(Z)|2 §§|



X=X Y—DYo Z— %
X1 Yy 4
X2 Y, 4

Bi vekirina vé diyarkeré em hevkéseya teqaleya P bi dest
dixin:
X—=Xo Y—Yog Z— 2o

X1 Y1 Zy
X2 Y2 Y43

=0

Minak: Em hevkéseya teqaleya ku di xala (2,3,1) derbas
dibe G rasténhevi her du tirén u (1, 2, —4), v(2,-2,1) bibinin.

Care:
i j kK ~
N=UAV=|1 2 —_4|=-61—-9j—6k
2 -2 1

Em dibininku: 7 = 0

Her wiha u , v xéziki ne girédayi ne 0 m (—6, —9, —6) tireke
li ser tegaleya P ya hati xwestin tik e.

Weé demé hevkéseya teqaleya P wiha ye:

—-6(x—-2)-9(ky—-3)—-6(z—1)=0

= —6x—9y—-6z+45=0

Ev hevkéseya teqaleya P ya hati xwestin.
= Tébini

Me dikaribG diyarkeré bi kar binin:

X—X0 Y—Yog Z— 29
X1 Y1 Z =0
X2 Y2 Zy



3- Hevkéseya teqaleya ku ji sé xalén naskiri ne li ser heman
rasteké

Heger sé xal hebin:

M, (x1,y1,21) M, (x3,¥2,23) M3(x3,y3,23)

Heger her sé xal ne li ser heman rasteké bin:

U= MMy = (x; —x)T+ (y; — y)j + (22 — 21k
U= MM; = (x3—x)i+ (y3 —y)j + (z3 — 2k

Me hevkéseya P ya ku di xala M, (x4,y4,24) re derbas dibe
0 rasténhevi her du tirén u, v ditiye:

X—X1 Y=YV, Z— 723

Xz—X1 Y2=Y1 22— 21| =0

X3 —X1 Y3 —YV1 23— 7
Bi vekirina vé diyarkeré em hevkéseya teqaleya P bi dest
dixin.



Minak: Em tekez bikin ku her sé xalén li jér ne li ser heman
rasteké ne:

A(1,2,3) B (2,1,2) c(331)
Pistre em hevkéseya teqaleya di her sé xalan re derbas dibe
binivisinin.
Care:

Her du tirén li jér ne rasténhev in:

{

&

-15-1

o~y

1

AB
AC

&

+17 -2

o~

2

; 1,
Jlberku.2 * "

Ji bo ditina hevkéseya teqaleya di her sé xalan derbas dibe,
em diyarkeré ji bo xaleké M (x, y, z) ya di tegaleyé de, belav
bikin:

X—X1 Y-y, Z—21

X2 —=X1 Y2—YV1 22— 73
X3—X1 Y3—Y1 Z3— 73

=0

x +z — 4 = 0 hevkéseya teqaleya P ya hati xwestin @ ew
teqaleyeke rasténhevi y'y



4- Rewsa du teqaleyan di valahiyé de

Rasténheviya du tegaleyan: Du tegale rasténhev in, heger
tika li ser tegaleyeké li ser ya din ji tik be, her wiha em
girédaneke xéziki di navbera rasteka tik li ser teqaleya
yekem 0 rasteka tik li ser tegaleya duyem dibinin.

)

= Tébini
Dema ku du tegale rasténhev bin, wé demé yan yeksaneyi ne
i yan ji di tu xalan de ne hevbes in.

Minak: Em tekez bikin ku her du teqaleyén li jér rasténhev
in @ pistre bibinin ku yeksaneyi ne yan na?

Pi:3x—2y+3z+2=0
Py:—9x+6y—9z+5=0
Care:
Tirang (3,—-2,3) li ser teqaleya yekem P4 tik e
Tiran, (-9, 6,—9) li ser teqaleya duyem P, tik e

Diyar ekun, = -3 ng

A_g].A = A



Bi parvekirina her du aliyén hevkéseya teqaleya P, li
hejmara (—3) em dibinin:

5
3x—2y+32—§=0

Em dibinin ku her du hevkéseyén P, U P, cuda ne, her wiha
her du tegale ne yeksaneyi ne.

5- Hevbirina du teqgaleyan

Her du tegaleyén ne rasténhev, di rastekeké de hevbirin in
0 her tireke li ser teqaleyekeé tik, bi tu tireke tik li ser a din
xéziki ne girédayi ne.

Minak: Em tekez bikin ku her du teqaleyén li jér hevbirin
in:

Pi:x+4y—-z+5=0
Py:—4x+3y—-3z4+7=0
Care:
Tiran; (1,4, —1) li ser teqaleya yekem P4 tik e
Tiran, (—4,3,-3) li ser tegaleya duyem P, tik e
Diyar e kuny, n, xéziki ne girédayf ne ji ber ku _Tl + g

Ango: Her du tegale hevbirin in.



= Rewseke taybet: Tikiya du teqaleyan

Du teqgale hevtik in, heger du tikén li ser wan hevtik bin,
ango heger tireke tik li ser tegaleyeké bi tireke din ya li ser
tegaleya din tik, hevtik be.

w
__)..n .,

/7_ .......... ’

Minak: Em hevkéseya teqaleya tik li ser teqaleya ku
hevkéseya wé weki li jér be i di her du xalén A (—2,1,3) U
B (—3,—1,2) re derbas dibe, bibinin:

x+2y+2z+8=0

Care: Heger P teqaleya xwesti be G ji ber ku li ser tegaleya
din tik e, wé demé hevkéseya wé wiha ye:

x+2y+2z+8=0
WEé demé tegaleya P rasténhevi tira u (1, 2,2)

Ji ber ku P di her du xalén A G B re derbas dibe:
{
n=uAvV=|1
Hevkéseya P ya di xala A re derbas dibe G heger M (x,y, z)
xalek jé be, dibe bi vi awayi:
n.AM = (1,2,2).(x +2,y—1,z—-3)=—-2x+y—5

Ango hevkéseya P dibe bi vi awayi: 2x —y+5=0

Ew tegaleyeke rasténhevi z'z e.



6- Durahiya xaleke naskiri ji teqaleyeke naskiri

M,

Iﬁ
=

P

Heger hevkéseya teqaleya P weki li jér be:
ax+by+cz+d=0

Heger xala My(xq, yo,2o) ne di teqaleya P de be, em li
durahiya xala M, ji teqaleya P bibinin.

Heger H (x,y, z) éxistina tik ji xala My re be li ser tegaleya

AAAAA

n(a,b,c) , HMy(xg—X,Y0— Y, 20— Z)
Em dibinin ku:

|i. HM,| = |7i| . |HM,|

. n.HM
= |HM,| =%
. b — b
- |HM0| _ laxy + y0\/+zczo 2(ax;l— y+cz)|
a-+ b= +c
- |E1T/1“0’| _ laxy + byy + czy + d|

va? + b? + c?

= Teori



Heger hevkéseya P wiha be:
ax+by+cz+d=0

Heger M xaleke ku kordinatén wé (xq, ¥4, Z¢) bin, wé demé

AAAAAA

laxy + by + czy + d|
va? + b?% + c2

d(Mo,P) =

Minak: Em durahiya xala 4 (3,1,2) ji tegaleya P ya ku
hevkéseya we weki li jér e, bibinin:
4x—-12y+3z+7 =0
Care:
|4><3—12><1+3><2+7|_ 13 13

4(4,P) = J@Z+ 122+ (3)? V169 13 1




HINDART
1. Em bersiva rast hilbijérin:

e Tira tik li ser teqaleya ku hevkéseya wé wiha ye:
2x—-3y+4z-7=0
Eve:

n(2,2,2) n(2,-3,4) n(2,-3,-7)

e Hevkéseya teqaleya ku di xala (3,5,—2) re derbas
dibe G li ser tira (3,—1,4) tik, ev e:

xX—y+4z—-4=0
3x+y+4z+4=0
3x—y+4z+4=0

2. Em hevkéseya teqaleya ku di xala 4 (1, —2,4) re derbas
dibe O li ser rasteka BD tik li gori ku B(3,0,—3) 0
D (—1,-3,2) bibinin.

3. Em hevkéseya teqaleya ku di xala (—2,—1,4) re derbas
dibe G rasténhevi her du tirén li jér, bibinin:

U =20+4]—5k
v=-20—-2]+6k

4. Em tekez bikin ku her sé xalén li jér ne li ser heman
rasteké ne:

A(1,2,-1) B (3,3,-1) C(2,1,-2)

Pistre em hevkéseya teqaleya di her sé xalan re derbas dibe
bibinin.



5. Em hevkéseya teqaleya ku di xala A (—1, 2, —3) re derbas
dibe 0 rasténhevi teqaleya P’ a ku hevkéseya wé weki li jér,
bibinin:

—-Xx+2y+z—-3=0

6. Em bibinin ku her du teqaleyén li jér rasténhev in 0 pistre
durahiya di navbera wan de bibinin:

Pi:4x—-2y—-z+7=0
Py:8x—4y—-2z+15=0



WANEYA CAREM: DI VALAHIYE DE RASTEK

e Reébazén destnisankirina rastekeé di valahiyé de

1. Bi naskirina du xalan ji rasteké.

B
/
2. Bi naskirina xaleké jé G tireke rasténhevi we.

—
u

_>

A
3. Bi naskirina du tegaleyan ku rastek di navbera wan de,

hevbes be.

1- Hevkéseya rasteka ya ku di xaleké diyar re dice G
rasténhevi tireke diyar:

»
!

A

g >
%f[
M

0

y

203



Heger My (xo, Y0, 2¢) Xalek li ser rasteka A be 0 u(a, b, ¢)
tireke ne sifiri be G heger M (x,y, z) li ser rasteka A xaleke
guhér be, dema ku rasteka A rasténhevi tira u be, wé demé

A= A = A

.....

(x = x0)T+ (y = yo)j + (2~ 29)k = A (a, b, )
(x—x)I+ Y —yo)j+ (z—zp)k=a.AT+b.Aj+c. Ak
Bi yeksaniblné em dibinin ku:
X—Xg=a.A =>x=x9+al
Yy—Yo=b.A =y=y,+b.A
Z—29=CA =>z=2y5+c.A
Em ji komika li jér dibéjin komika hevkéseyén navinciyi ji
rasteka A re ya ku di xala M re dice ( rasténhevi tira u ye:

X=x9+ai
y=YyYo+b.4
z=2zp+cC.A

Minak: Em hevkéseyén navinciyi ji xézika rasteké re ya ku
di xala A(2,—1,3) re dice O tira u (4,—2,5) dipejirine,
bibinin:
Care:

X=Xxpg+aidA =>x=2+41

y=Yo+bA =>y=-1-21

zZ=29p+cA =>z=3+51



= Teébini
A hejmareke rast e, ne hew hejmareke tené ya neguhér nisan

dide, 1€ gelek nirxén rast én cuda dibe, ji ber vé yeké bi navé
hevkéseyén navciniyi té naskirin.

Li cem her nirxeki navinci A em dikarin xalekeé li ser rasteké
bibinin.
Heger A=1 =x=24+4=6
y=-1-2= -3
z=3+5=8
Weé demé xala M (6, —3, 8) li ser rasteké ye.

Di heman demé de dema ku 4 = —1 be:

xX=2—-—4=-2
y=-1+2=1
z=3—-5=-2

WE demé xala M'(—2,1,—2) ji li ser rasteké ye.



+ Hevkéseya dikarti ji rasteka ku di xaleké re dice i
rasténhevi tira u be

Me hevkéseyén navinciyi ji vé rasteké re ditiye:

x=x9g+al
y=Yo+b.A
zZ=2z¢g+c.A

Bi jébirina A em dibinin ku:

X — Xp
X=Xptail = A=
a
y=Yyo+bi = /1=y_by0
Z—Zo
Z=2Zyg+cd = A= c

WE demé:

Li gori ku (a,b,c) # (0,0,0).

Minak: Em hevkéseyén navinciyi ji rasteka d ku di xala
M, (4,3,—1) re dice O rasténhevi tira u (1,—1,2) vye,
bibinin G pistre hevkéseyén dikarti ji vé rasteké re bibinin O
xalén hevbirina rasteka d bi teqaleya xoy re bibinin:
Care:
Hevkéseyén navinciyi li gori ku 4 € R ye:
y=yYo+bi =>y=3-1
Z=2Zo+CcA =z=-1+21



Weé demé hevkéseyén dikarti:
x—4 y—-3 z+1
1 -1 2
Yan ji: 2x—4)=z+1 =2x—-2z=9

—(x—-4)=y-3 =>x+y=7
Rasteka d rasteka xoy dibire dema ku z = 0 be.

Bi careya hevbes ji komika du hevkéseyan re em dibinin ku:

2 9 2
= - = —
X X 2
Di heman demé de: §+y =17
; 9 14—-9 5
- = __— = — —
Y 2 YT 2

Xala hevbirina rasteka d bi tegaleya xoy dibe: (g,g, 0)

2- Hevkéseya rasteka ku di du xalén diyar re dige

B
A

0) > )




Heger A (x4,¥4,24), B (xg,¥p,2zg) du xalén ji rastekaA bin
UM (x,y,z) xalek guhér ji vé rasteké be, wé demé:

AM \\ AB
Ango: AM = AAB : 1€R
(x = x)i+ (v~ ya)f + (2 - 2k =
Alxg—x)l+ A(yp—ya)J + A(zp — 2,)
XxX—x3=Axp—xp) = x=x4+A(xg — x3)
Y=Ya=4AWp=Ya) =Y =Ya+i(¥p~Ya)
z2—2,=A(zg—24) > z=24+ A(zg — 2,)
Ev hevkéseyén navinciyi yén rasteka ku di A, B re dige.
Bi jébirina A ji van hevkéseyan em dibinin ku:
X=X _Y7Ya _ 2724
XB—Xa YB—Ya Zp—Zy

Ew ji hevkéseyén dikarti ji rasteka ku di A , B re dice.

Minak: Em hevkéseyén navinciyi G dikarti ji rasteka ku di
her du xalén A (1,0,2), B (—1, 3, 4) re dice, bibinin:

Care: x=x4+A(xp—x4)=>x=1-21
y=Ya+ti(yp—ys) =y=34
Z2=2Z,+A(zg—2zy) >2z=2+2A1

x-1 _ y-0 z-2
-2 3 2

Hevkéseyén dikarti:



3- Hevkéseya rastekeke bi hevbirina du tegaleyan
destnisankiri
Z

A .
u, e -
llz .

— ll.]
uz

A

Heger her du teqaleyén li jér hevbirin bin 0 A rasteka hevbes
di navbera wan de be:

P1: a1x+ b1y+ Clz‘l‘ d1=0
PZ: a2x+ b2y+ sz‘l‘ d2=0

Weé demé komika her du hevkéseyan, her du hevkéseyén
rasteka A cédike:

{a1x+ biy+c1z+d;=0
a,x+ b, y+ c;z +d, =0

Her tirek u rasténhevi A li ser her du tirén tik u; ,u, én her
du teqaleyan tike, ango u = u; Au,

Minak: Em hevkéseyén navinciyi ji rasteka A re ya ku bi her
du hevkéseyén li jér nedestnisan dibe, bibinin

x—y+2z—-5=0
3x+5y—4z—-1=0



Care:

Em tira rasténhevi rasteka A bibinin: U = u; " u,

i jJ kK .
Uu=u; ANu;,=|1 -1 2|=-61+10j+ 8k
3 5 -4

Ango tira u (—6, 10, 8) dibe tira rasténhevi rasteka A
Xala M (x,y,z) ji rasteka A destnisan dibe:
Em x = 1 hilbijérin (Em dikarin ¢i hejmar be hilbijérin)
Em vé komiké bi dest dixin:

—-y+2z2—4=0

S5y—4z+2=0

Bi careya hevbes ji komika her du hevkéseyan re em dibinin
ku:x=1 , y=2 , z=3

Kordinatén xala M wiha ne: (1,2, 3)
Hevkéseyén navinciyi:

x=1-64

y=2+104

z=3+81 : A2€eR

4- Di valahiyé de, goseya di navbera du rastekén hevbirin
de




Heger d; rastekeke ku régeha wé (tira rasténhevi weé)
u;(ay,bq,cq) be G d, rastekeke din be ku régeha weé
u, (a,, b,, c;) be 0 heger ev her du rastek di valahiyé de bin,
goseya di navbera d, d, de heman goseya di navbera u;, u,

AAAAAA

cos (8) = 1a-tzl
[l etz

Minak: Em pivana goseya di navbera her du rastekén li jér
de bibinin:

z=3+21
x=1
z=-5-321
Ji hevkéseya rasteka d,; em dibinin ku: u;(-2,0, 2)
Ji hevkéseya rasteka d, em dibinin ku: u; (0, 3, —3)

WE demé:
|uy . uy| [-2X0+0x3+2x(=3)
cos () = ——— =
|uq | . [uz] VA+4./9+9

-6l 6 6 6 1
“V8.4/18 V8.W9x2 3Vi6 12 2

/4 .

= 0=-=60

3



5- Di valahiyé de du rastekén rasténhev p
1

4

l}- _____ 1

Heger u_{(al, bl! Cl),u—z)(az, bz, Cz) du tirén ku bi rézkirin
rasténhevi her du rastekén d4, d, bin, wé demé:

di//d; heger ui//u;
Ev merc pék té bi awayeki ji awayén li jér:

e u;=ku, : keR

= Tébini
Heger du rasteka di heman teqaleyé de bin, wé demé yan
her du rastek rasténhev in G yan ji hevbirin in, 1é heger her

du rastek ne di heman teqaleyé de bin, wé demé dibin
hevcuda.

Minak: Em rewsa her du rastekén li jér bibinin:

x=11
dl{y=1+211
Z=_Al

x=1- ZAZ
d,: {y =1-24,
z=1
Tira rasténhevi rasteka d,: u;(1,2,—1)

Tira rasténhevi rasteka d,: u;(—2,-2,0)



WE demé:

a 1 b 2 a b
q_1 bh_2_ 4 b
a, -2

Em dibinin ku her du rastek ne rasténhev in, her wiha
hevbiri yan ji hevcuda ne.

Ji ber vé yeké divé em careya hevbes ji her du hevkéseyan
re ¢cékin, ji bo Iékolina hevbiriné.

Hebiina xaleke hevbes di navbera wan de té wateya hebiina
du hejmarén rast 41 , 4, ku van hevkéseyén li jér pék binin:

Bi carekirina komika her du hevkéseyén (1) @ (3) em dibinin
ku:

—-1=1-21, =24, =14+1=4,=1
Em A, = 1 di hevkéseya (1) de bi cih bikin:
11:1—2 :11:—1

Em 4; = —1 di hevkéseya (2) de bi cih bikin, em dibinin ku
pék tine her wiha her du rastek hevbirin in.

Xala hevbiriné: (—1,—1,1) dema ku 4; = —1 be.

= Baldari

Dema ku nirxén A4 , A, hevkéseya (2) pék neyinin, wé demé
her du rastek ne hevbirin in O her wiha hevcuda ne.



6- Di valahiyé de du rastekén hevtik

Heger u; (a4, by, ¢1),u3(ay, by, c;) du tirén ku bi rézkirin
rasténhevi her du rastekén d4, d, bin, wé demé:

d, L d, heger u; L u,

= U, . u; =0

Minak: Em tekez bikin ku her du rastekén li jér hevtik in:

x=1+ 221
dl{y=2—l
Z=4+ 2

x=1-221
dy: { y=1+74
z=14+114
Tira rasténhevi rasteka d: u;(2,—1,1)
Tira rasténhevi rasteka d,: u,(—2,7,11)
Em encama u; . u, bibinin:

UL Uy =x1. X2+ V1. Y2+ 21 .2,
=2x(-2)+ (D7) +(1)(11)
=—4-7+11=0

Emdibininku: u; . u; =0=>u; L u, =>d; 1 d,

Her wiha her du rastek hevtik in.



7- Di valahiyé de durahiya xalekeé ji rastekeké

Heger d rastekeke ku tira wé u(a,b,c) be O heger
Mg (xo,Y0,29) Xalek di valahiyé de be, em dixwazin
durahiya M, ji rasteka d bibinin:

Heger M éxistina tik ji xala My re li ser d be G heger M,
xaleke hilbijarti li ser d be, em dibinin ku:

|M1M0 AN ﬁ)l = |M1M0| |ﬁ)| .sin (0)
|M1M0 AN ﬁ)|

|ul

Ll

Mﬂ
[
N

) >y

Minak: Em durahiya xala My (1,2,3) ji rasteka d ya ku
hevkéseyén wé weki li jér, bibinin:

x=-3+34
y=-2+221
z=8-21

Em dibinin ku tira rasténhevi rasteka d: u (3,2, —2) 0 xala
M, (—3,-2,8) xalek ji rastekad ye ligorikud1 =0



M Mg = (xo — x)i + (Yo — y1)j + (20 — 21)k

MiMg=(1+3)I+(2+2)j+(B-8k=4i+4j-5k

i j k
MlMo/\ﬁ): 4- 4' —5

3 2 -2
r A — 4’ _5—> 4’ _5—> 4 4'_)
M1M°A“=|Z _ ‘_|3 —2’+|3 2|k

MMy AU = (-8 +10)i— (-8 + 15)] + (8 — 12)k

M Mg Uu=21—-7]—4k

= |M{MyArtu|=v4+49+16 = V69

= |[U|=Vv9+4+4= V17

|MiMg AUl V69 69
= — = = —_— 2
|ul V17 17




HINDART

1. Em hevkéseyén naviciyi ji rasteka ku di xala destpékeé re
dice O rasténhevi tira u (-2, 3, 1) ye, bibinin 0 pistre em du
xalan ji vé rasteké bibinin bi hilbijartina nirxine ji bo
navinci A.

2. Em hevkéseyén naviciyi ji rasteka A re ku di xala
M, (2,—1,3) re dice O rasténhevi tira u (—3,4,1) vye,
bibinin G pistre em hevkéseyén dikarti ji vé rasteké re

A

bibinin G xala hevbirina A bi tegaleya xo0z re destnisan
bikin.

3. Em hevkéseya rasteka ku di her du xalén 4 (2,2,—-3) U
B (1,—1,0) re dice bibinin.

Xala € (1, 3, 2) endamé rasteka AB ye yan na?

4. Em hevkéseyén navinciyi ji rasteka A re ya ku bi her du
hevkéseyén li jér destnisankiri, bibinin:

x+y—-z+1=0
2x—y+4z+2=0

5. Em goseya di navbera her du rastekén li jér de bibinin:

x =124
Al{y=—5—9/1

z=-3+204

x=4+42
Az:{y=—8—3/1
Zz=9+ 1241



6. Her du rastekén li jér hevtik in an na? Cima?

x=3+4+31
d1{y=—1+l
z=2+31

x =22
dzl{ y=4—).
z=-1+4+24

7. Em durahiya xala My (2,—1,3) ji rasteka A ya ku
hevkéseyén we weki li jér, bibinin:

x=1+ 221
A:{y=—1+3/1
z=2-—-21



BELAVKIRINA WANEYAN LI SER SALA

XWENDINE

Hefti

Mok Heftiya Heftiya Heftiya Heftiya
€ Yekem Duyem Séyem Carem
Dawi O Dawi O
Rezber domdari domdari
Cotmeh Dawi O Darastin Darastin Darastin i
domdari pékaninén wé | pékaninén wé | pékaninén wé
N Fonklsygna Fonklsygna Fonklsygna Rébazén
Mijdar resen O resen O resen Q hei o
A A A R A R ejmartine
integrala wé integrala wé integrala wé
Awayé Awayé
Teoriya ségoseyi ji ségoseyi ji Teoriya
Berfanbar dupékhate hejmara hejmara dimwavir
kompléks re kompléks re
Rébendan Léveger Nirxandin Béhinvedan Béhinvedan
Geometri 0 Geometri O
pivan di pivan di . .
Resemeh teqale 0 teqale 0 Matréks Matréks
valahiyé de valahiyé de
Avdar Di teqaleyé Di teqaleyé Di valahiyé de | Di valahiyé de
de tir de tir tir tir
Cotan Di valahiyé Di valahiyé Di valahiyé de | Di valahiyé de
de teqale de teqale rastek rastek
Gulan Léveger Nirxandin
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